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3.4. OSTATNIi TYPY NAHODNYCH VELICIN

VIDELI JSME, jak na pocitaci vygenerovat posloupnost ¢éisel Uy, Uy, Us, .. ., ktera
se chova stejné, jako bychom kazdé z nich vybrali nahodné a nezavisle z intervalu
od 0 do 1 s rovnomérnym rozdélenim. Aplikace ndhodnych ¢isel si ovSem Gasto z&-
daji jiné typy rozdéleni; jestlize napfiklad provadime ndhodny vybér z £ moznosti,
potfebujeme ndhodné celé ¢islo od 1 do k. Pokud v néjakém simula¢nim procesu
potfebujeme ndhodnou dobu ¢ekani mezi vyskyty nezavislych udalosti, znamena
to ndhodné c¢islo s exponencidlnim rozdélenim. Nékdy dokonce nepotiebujeme
nahodné ¢isla, ale ndhodnou permutaci (tedy ndhodné uspofadani n objekti),
nebo ndhodnou kombinaci (ndhodny vybér k objektt ¢ prvki z mnoziny n).

Principidlné mtzeme kazdou z téchto ostatnich ndhodnych proménnjch ne-
boli veli¢in snadno ziskat z rovnomérnych veli¢in Uy, Uy, Us,, .. .; lidé jiz navrhli
celou fadu dulezitych ,nadhodnych trikd“ pro efektivni transformaci téchto rov-
nomérnych veli¢in. P¥i zkoumani téchto technik nahlédneme také do spravného
uziti ndhodnych ¢isel v jakékoli aplikaci typu Monte Carlo. (Jak jisté bystry Gte-
nar nahlédne, je vyraz ,rovnomérna veli¢ina“ stru¢néj$im oznacenim proménné
nebo veli¢iny s rovhomérnym rozdélenim; podobnou logikou jsou vedeny i vyrazy
ynormalni veli¢ina“, exponencidlni veli¢ina“ apod. Pozn. piekl.)

Lze si pfedstavit, Ze jednoho dne nékdo vynalezne generator nahodnych
Cisel, jenz bude vytvaret tyto ostatni ndhodné veli¢iny primo, nikoli nepfimo
z rovnomérného rozdéleni. Zatim ale zadnéd pifima metoda neni prili§ prakticka,
kromé generatoru ,nadhodnych biti* popsaného v ¢asti 3.2.2. (Viz téz cvifeni
3.4.1-31, kde rovnomérné rozdéleni pouzivime zejména pro inicializaci, po niz
bézi metoda témér celd pFimo.)

Vyklad v nasledujici ¢asti predpoklada existenci ndhodné posloupnosti rov-
nomeérné rozdélenych redlnych ¢isel od 0 do 1. Kdykoli potfebujeme nové ¢islo,
vygenerujeme novou rovnomérnou veli¢inu U. Tato ¢isla se obvykle reprezentuji
pomoci pocita¢ového slova, pfi¢emz tplné vlevo se predpoklada fadova carka.

3.4.1. Ciselna rozdéleni

V této casti textu shrneme nejlepsi znamé techniky pro vytvareni ¢isel z riznych
dilezitych rozdéleni. Mnohé z metod piivodné navrhl zacatkem 50. let John von
Neumann a jini lidé je postupné zdokonalovali, pfedevsim George Marsaglia,
J. H. Ahrens a U. Dieter.

A. Nahodné vybéry z koneéné mnozZiny. Nejjednodussim a nejbéznéjsim
typem v praxi pouzivaného rozdéleni je nahodné celé ¢islo. Cislo od 0 do 7 mii-
zeme napriklad na dvojkovém pocitaci prevzit ze tii biti proménné U; konkrétné
je v takovém piipadé vhodné brat bity z nejugznamnéjsi (nejlevéjsi) ¢asti pocita-
¢ového slova, protoze nejméné vyznamné bity v mnoha generatorech ndhodnych
¢isel nebyvaji dostateéné ndhodné. (Viz vyklad v éasti 3.2.1.1.)
Obecné pro ziskani ndhodného celého ¢isla X od 0 do k—1 mzeme vyndsobit
k a polozit X = |kU|. Na poc¢itac¢i MIXmuZeme napsat
LDA U (1)
MUL K
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a po provedeni téchto dvou instrukci se pozadované celé ¢islo objevi v registru A.
Potfebujeme-li namisto toho ndhodné celé ¢islo od 1 do k, staci k vysledku pricist
jednicku. (Znamené to doplnit za (1) instrukci ,INCA 1“.)

U této metody maji vSechna cela c¢isla zhruba stejnou pravdépodobnost.
Dochézi ovéem k malé chybé, protoze velikost poéitacového slova je kone¢na (viz
cviceni 2); pro malé k je nicméné chyba zanedbatelnd, naptiklad pro k/m <
< 1/10000.

V obecnéjsi situaci muzeme chtit kazdému celému ¢islu prifadit jinou vahu.
Dejme tomu, Zze hodnotu X = x; chceme ziskat s pravdépodobnosti p1, X = xo
s pravdépodobnosti ps, ..., a X = xp s pravdépodobnosti pi. Mizeme tedy
vygenerovat rovnomérné rozdélené ¢islo U a prevést

r1, je-li0<U < py;

x2, je-lipt <U < p1+ po;
X={" (2)

Tk, je—lip1 +pa2+ -+ pp—1 < U<1.

(Vsimnéte si, 7e py +p2+---+pr = 1.)

Existuje ale ,nejlepsi mozny“ zptsob porovnani U s rdznymi hodnotami
p1+p2+ -+ ps, naznafenymi v (2); tuto situaci jsme rozebirali v ¢asti 2.3.4.5.
Pro specidlni pfipady jsou vhodné efektivnéjsi metody; pro ziskéni jedné z 11
hodnot 2, 3, ..., 12, jejichz pravdépodobnosti odpovidaji hodu dvéma kostkami,
31—6, 32—6, ceey f—ﬁ, ceey 32—6, 31—6, stac¢l napriklad vypocitat dvé nezavisla ndhodna cela
¢isla od 1 do 6 a secist je.

Existuje ale rychlejsi zptsob vybéru x1, ..., xj s libovolné zadanymi prav-
dépodobnostmi, ktery je postaveny na dimyslném postupu od A. J. Walkera
[Electronics Letters 10,8 (1974), 127-128; ACM Trans. Math. Software 3 (1977),
253-256]. Dejme tomu, ze vytvofime kU a uvaZime samostatné jeho celou ¢ast
K = |kU] a zlomkovou ¢ast V = (kU) mod 1; po provedeni kédu (1) bude na-
priklad K v registru A a V v registru X. Potom muzeme vzdy ziskat pozadované
rozdéleni pomoci operaci

je-li V< Pg pak X «—zgy1 jinak X « Y, (3)

pro néjaké vhodné tabulky (P,...,Py—1) a (Yo,...,Y;x—1). Ve cvifeni 7 si uké-
Zeme obecny postup vypoctu takovychto tabulek. Walkerova metoda se nékdy
nazyva ,metoda aliasti“.

Na dvojkovém pocitaci je obvykle uzitecné predpokladat, ze k je mocninou 2,
takze nasobeni pak mtzeme nahradit bitovym posuvem. To lze provést bez Gjmy
na obecnosti; staci zavést dalsi hodnoty = s nulovou pravdépodobnosti vyskytu.
Uvazujme napiiklad opét hraci kostku a pozadujme vyskyt X = j s nasledujicimi
16 pravdépodobnostmi:

j=01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
p; =
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Toho snadno dosdhneme pomoci (3), a to pokud k =16 a x;41 = j pro 0 < j <
< 16, a pokud jsou tabulky P a Y definovany nasledovné:

j=0 12 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15
Pi=00 3 & 111 I 82000
Y;=5 9 7 4 % 6 x x x 8

el

4 710 6 7 8

(Pokud je P; =1, Y se nepouziva.) Hodnota 7 se zde tedy vyskytuje s pravde-
podobnosti &+ (1 — P) + Py + (1 — P1) + (1 — Piy)) = =, coZ jsme pozadovali.
Je to dosti zvlastni zptisob hazeni kostkami, ale vysledky jsou k nerozeznani od
skutecnych.

Pravdépodobnosti p; je mozné reprezentovat implicitné pomoci nezédpornych
vah w1, wa, ..., wg; oznacime-li soucet vah jako W, pak p; = w;/W. Jednot-
livé vahy se v fadé aplikacich mohou meénit i dynamicky. Matias, Vitter a Ni
[SODA 4 (1993), 361-370] ukézali, jak provést aktualizaci vdhy a generovani X
v konstantnim ocekavaném case.

B. Obecné metody pro spojita rozdéleni. Nejobecnéjsi rozdéleni redlnych
hodnot mizeme vyjad¥it pomoci piislusné ,distribuéni funkce“ F'(z), kterd urcuje
pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina X neprevysi x:

F(z) =Pr(X <uz). (4)
Tato funkce je vzdy monoténni a roste od 0 do 1; to znamen4, Ze
F(z1) < F(xg), jelizy <ap;  F(-00)=0, F(+oo)=1. (5)

Piiklady distribu¢nich funkci jsme si uvadeéli v ¢asti 3.3.1, na Obr. 3. Pokud je
F(z) spojita a ostfe rostouci (takze pro z1 < x2 je ostie F(z1) < F(x2)), nabyva
viech hodnot od 0 do 1 a existuje k ni inverzni funkce FI=1] (y) takova, ze pro
O<y<lje

y=F(x) pravé tehdy, kdyz x = FI7(y). (6)

Obecné pro spojitou a ostfe rostouci funkci F'(z) miZeme spocitat ndhodnou
veliéinu X s rozdélenim F'(z) podle by setting

X = F-), (7)

kde U je rovnomérné. To je spravné, protoze pravdépodobnost X < z je rovna
pravdépodobnosti FI=(U) < z, tedy pravdépodobnosti U < F(z), coZ je F(x).

Tim se problém redukuje na problém numerické analyzy, konkrétné na pro-
blém nalezeni vhodnjch metod vypoétu FI=1 (U) s pozadovanou pfesnosti. Nu-
mericka analyza je mimo ramec této knihy zaméfené na seminumerické algoritmy;
existuje nicméné fada dulezitych obratt, které vedou k urychleni obecného po-
stupu (7), a nyni si o nich néco fekneme.

Za prvé, je-li X1 ndhodnd proménnd s rozdélenim F () a X3 na ni nezavisla
nahodné proménnd s rozdélenim Fs(x), pak

max(X1, X2) méarozdéleni Fy(z)Fs(x),

min(Xy, X3) ma rozdéleni Fi(z) 4+ Fo(x) — Fi(z) Fa(z). ()
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(Viz cvifeni 4.) Napiiklad rovnomérna veli¢ina (neboli veli¢ina s rovnomérnym
rozdélenim) U mé rozdéleni F'(z) = x, pro 0 < z < 1; jestlize Uy, Uy, ..., U; jsou
nezavislé rovnomérné rozdélené veli¢iny, pak max(Uy, Us, . .., U;) ma distribu¢ni
funkci F(x) = 2!, pro 0 < z < 1. Tento vzorec je zdkladem testu ,maximum z ¢*,
popsaného v &asti 3.3.2; inverzni funkce je FI=1(y) = v/y. Ve specialnim piipadé
t = 2 tak vidime, Ze oba vztahy

X=+vVU a X = max(Uy, U3) (9)

davaji u ndhodné proménné X ekvivalentni rozdéleni, i kdyz to na prvni pohled
neni zfejmé. Nemusime tedy pocitat druhou odmocninu rovnomérné veli¢iny.
Pocet podobnych trika je doslova nekonecény: Libovolny algoritmus, jenz
prebird na vstupu nadhodné c¢isla, d4 na vystupu ndhodnou veli¢inu s néjakym
rozdélenim. Problémem ale je nalézt obecné metody pro konstrukci algoritmu
ze zadané distribuéni funkce vystupu Tyto metody nebudeme probirat Cisté

vvvvvv

vvvvvv

delemm je mormalni rozdelem s nulovou stredni hodnotou a standardm odchylkou
rovnou jedné:

F(z) = e~/ qt. (10)

1
V4 2T /—oo
O vyznamu tohoto rozdéleni jsme se zminili jiz v ¢asti 1.2.10. V tomto pripadé
se bohuzel inverzni funkce FI= neds spocitat p¥ilis snadno, uvidime ale, Ze je
k dispozici nékolik jinych technik.

1) Poldrni metoda, kterou predstavili G. E. P. Box, M. E. Muller a G. Marsaglia.
(Viz Annals Math. Stat. 29 (1958), 610—-611; a Boeing Scientific Res. Lab. zpréva
D1-82-0203 (1962).)

Algoritmus P (Poldrni metoda pro normdlni veliciny). Tento algoritmus vy-
pocte dvé nezavislé proménné (veli¢iny) s normalnim rozdélenim X; a Xs.

P1. [Vytvofeni rovnomérnych proménngch.] Vygenerujte dvé nezdvislé ndhodné
proménné U; a Us s rovnomérnym rozdélenim od 0 do 1. Pfifadte V5 «
—2U; — 1, V5 « 2U3 — 1. (Nyni V4 a V, maji rovnomérné rozdéleni od —1
do +1. Na vétsiné pocitaci bude vhodnéjsi reprezentovat Vi a Vs jako cisla
s pohyblivou faddovou éarkou.)

P2. [Vypocet S.] Piifadte S « V2 + V2.

P3.[Je S > 17] Je-li S > 1, vratte se na P1. (Kroky P1 az P3 se provadéji
v praméru 1,27krat, se standardni odchylkou 0,59; viz cvieni 6.)

P4. [Vypoclet X1, Xo.] Je-liS = 0, pfifadte X; « X « 0; jinak pfifadte

—2InS 2lnS

X1 —W Xo — V3

(11)

To jsou pozadované proménné s normalnim rozdélenim.
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Pro dikaz spravnosti této metody vyuzijeme elementarni analytickou geo-
metrii a diferencidlni pocet: Je-li v kroku P3 S < 1, pak bod v roviné s kar-
tézskymi souradnicemi (V7, V2) je ndhodnym bodem s rovnomérnym rozdélenim
uvniti jednotkového kruhu. Po transformaci na polarni souradnice V3 = Rcos O,
Vo = Rsin ©, dostavame

S=R? X,=+v-2InScos®, X,=+—2InSsin0O.

Vezmeme-li dle polarni soufadnice X; = R’ cos®’, Xy = R’sin©®’, odvodime,
7e © = O a R = v/—2InS. Je zifejmé, 7e R’ a ©' jsou nezavislé, protoze
R a O jsou nezdvislé uvnitt jednotkového kruhu. Navic, ® m& rovnomérné
rozdéleni od 0 do 2, a pravdépodobnost, ze R’ < r, je rovna pravdépodobnosti,
7e —2InS < 12, tedy pravdépodobnosti S > e—7"/2 To se rovna 1 — e—77/2,
protoze S = R? je rovnomérné rozdélené od 0 do 1. Pravdépodobnost, 7e R’
lezi mezi r a r + dr, je proto diferencial z 1 — e=7"/2 tedy re—""/2dr. Podobné
pravdépodobnost, ze ©’ lezi mezi 0 a 0+d6, je (1/27) df. Nyni miZzeme vypocitat
spojenou pravdépodobnost, ze X1 < x1 a Xo < x9:

1
/ — e "2pdr 46
{(r,0) | rcos<z1, rsinf<za} 27

= L e~ (@ +y? )/2 dz dy

{(z,y) |z<z1, y<z2}

(Vae L) (e [

Timto vypoctem jsme dokazali, ze X1 a Xo jsou nezavislé a ze maji normalni
rozdéleni, jak jsme pozadovali.

2) Metoda obdélnik-klin-okraj, kterou zavedl G. Marsaglia. Vyuzijeme zde funkci

F(z) = erf(z/V2) = \/g/om e 2dt, x>0, (12)

kterad dava rozdéleni absolutni hodnoty normélni veli¢iny. Jakmile vypocteme X
podle rozdéleni (12), doplnime k jeho hodnoté ndhodné znaménko a vytvoiime
z néj tak skuteénou normalni veli¢inu.

Metoda obdélnik-klin-okraj je zaloZena na nékolika dilezitych obecnych tech-
nikach, které budeme zkoumat béhem vyvoje algoritmu. Prvni klicovou mys-
lenkou je povazovat F(x) za ,smés® neboli kombinaci nékolika dalSich funkei,
konkrétné

F(z) = p1Fi(z) + paFa(z) + -+ + puFn(), (13)
kde Fy, Fs, ..., F, jsou vhodnéa rozdéleni a p1, pa, ..., pn jsou nezaporné prav-
dépodobnosti, jejichz soucet je 1. Jestlize vygenerujeme ndhodnou proménnou
X s tim, ze zvolime rozdéleni F; s pravdépodobnosti p;, snadno nahlédneme,
ze X bude mit celkové rozdéleni F. S nékterymi rozdélenimi Fj(x) se tfeba
obtizné pracuje, jesté obtiznéji nez se samotnym [, obvykle ale miiZeme vse
uspoiddat takovym zpiisobem, Ze je pravdépodobnost p; v tomto piipadé velmi
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Obr. 9. Funkce hustoty rozdélend do 31 ¢asti. Plocha kazdé cCasti reprezentuje pri-
meérny pocet pripadi, kdy z vypocétu vyjde ndhodné ¢islo s danou hodnotou.

mald. Vétsina raznych rozdéleni F(x) se d4 zvladnout pomérné snadno, protoze
budou trividlnimi modifikacemi rovnomeérného rozdéleni. Vyslednd metoda vede
k mimofadné efektivnimu programu, protoze jeho primeérnd doba provadéni je
velmi kratka.

Cinnost metody snaze pochopime, jestlize namisto samotnych distribuénich
funkci budeme pracovat s jejich derivacemi. Nazvéme

f@)=F'(z),  [i(z)=F(x)
funkcemi hustoty rozdéleni pravdépodobnosti. Vyraz (13) pfechdzi na

f(@) = pifi(@) + pafo(@) + -+ pafa(2). (14)

Zde kazdé f;(x) je > 0 a celkova plocha pod grafem f;(x) je 1. Celou relaci
(14) miZzeme tudiz pohodlné vyjadrit graficky: Plochu pod f(z) rozdélime do
n Casti, pfiCemz ¢ast odpovidajici f;(x) ma plochu p;. Viz Obr. 9, ktery ilu-
struje pro nas zajimavou situaci, kdy f(z) = F'(z) = /2/7 e~/2 g plocha
pod kfivkou je rozdélena do n = 31 ¢asti. Je tu 15 obdélnikt, jeZz reprezentuji
prf1(x), ..., p15fis(x); dale je tu 15 Easti tvaru klinku, jez vyjadiuji pisfie(x),
.+, P30 f30(x); zbyvajici ¢ast ps1fs1(x) je ,okraj“, tedy cely zbytek grafu f(x)
pro x > 3.
Obdélnikové ¢asti fi(x), ..., fis(x) reprezentuji rovnomérné rozdéleni. Na-
piiklad fs(z) tak pfedstavuje ndhodnou proménnou s rovnomérnym rozdélenim
od % do % Vyska p; f;(x) je f(j/5), takZe plocha j-tého obdélniku je

1. 2 _ .
pj:gf(3/5):\/%—7r€j/50’ pro 1 <j < 15. (15)

Pro generovani takovychto obdélnikovych ¢asti rozdéleni staci jednoduse vypoci-
tat

X=1iU+5, (16)



3.4.1 CISELNA ROZDELENI 125
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Obr. 10. Funkce hustoty, pro néz muze Algoritmus L generovat ndhodné cisla

kde U mé rovnomeérné rozdéleni a S nabyva hodnoty (j—1)/5 s pravdépodobnosti
pj. Protoze p1 + -+ + p15 = 0,9183, miizeme takovéto jednoduché rovnomeérné
veli¢iny pouzivat zhruba v 92 procentech piipadu.

Ve zbyvajicich 8 procentech pfipadid musime obvykle vygenerovat jedno
z ,klinovych“rozdéleni Fig, ..., F39. Typické pfiklady funkci, které potiebujeme,
jsou na Obr. 10. Je-li z < 1, pak je ¢ast kiivky konkavni, a je-li z > 1, pak je
konvexni, ale v obou pfipadech se rozumné blizi pfimce a da se podle obrazku
uzaviit mezi dvé rovnobézky.

Tato rozdéleni klinového tvaru vyfesime pomoci jesté jiné obecné techniky,
kterou je von Neumannova zamitaci metoda. Zde pomoci ni odvodime kom-
plikovanou hustotu z jiné, kterd ji ,juzavird“. Jednoduchym pfikladem tohoto
postupu je vyse popsand polarni metoda, kde v krocich P1-P3 ziskdme nahodny
bod uvnitf jednotkového kruhu. K tomu nejprve vygenerujeme nahodny bod ve
vétsim ctverci a pokud se nachézi mimo kruh, zamitneme jej a za¢neme znovu.

Obecna zamitaci metoda je ale jesté silngjsi. Pro vygenerovani ndhodné pro-
ménné X s hustotou f, necht g je jind funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti
takova, ze

ft) < eg(t) (17)

pro vSechna t, kde ¢ je konstanta. Nyni podle funkce hustoty g vygenerujeme
veli¢inu X a také vygenerujeme nezavislou rovnomeérnou velicinu U. Je-li U >
> f(X)/cg(X), zamitneme X a zafneme znovu s jinym X a U. Jakmile je
podminka U < f(X)/cg(X) konetné splnéna, ma vysledné X poZzadovanou
hustotu f. [deaz: X < z nastavd s pravdépodobnosti p(xz) = ffoo (g(t) dt -
- F(6)/eg(t)) + ap(z), Kde velicina ¢ = [_(g(t)dt - (1 — £(t)/cg(t))) = 1 - 1/ec
je pravdépodobnost zamitnuti; odtud p(z) = ffoo f(@) dt.]

Zamitaci technika je nejefektivnéjsi pro malé ¢, protoze v pruméru potiebu-
jeme pro pfijeti hodnoty provést c iteraci. (Viz cvi¢eni 6.) V nékterych piipadech
je f(x)/cg(x) vzdy rovno jedné; potom U nemusime generovat. Jindy, pokud je
vypocet f(x)/cg(z) obtiZzny, ji miZeme ohrani¢it dvéma funkcemi

r(z) < f(z)/eg(x) < s(x) (18)
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Obr. 11. Oblast ,pfijeti“ v Algoritmu L

které jsou mnohem jednodussi; pfesnou hodnotu f(x)/cg(x) pak neni nutné
vypocitavat, jestlize neni r(x) < U < s(x). Nasledujici algoritmus rozviji zamitaci
metodu a tim fesi klinovy problém.

Algoritmus L (Témé linedrni hustoty). Pomoci tohoto algoritmu je mozné
generovat ndhodnou proménnou X s libovolnym rozdélenim, jehoz funkce hustoty
f(x) spliiuje nésledujici podminky (viz Obr. 10):

flx)=0, prox < saprox>s-+h;

a—blx—3)/h< flz)<b—"0b(x—s)/h, pros <z <s+h. (9)

L1. [Nacteni U < V.] Vygenerujte dvé nezdvislé ndhodné proménné U a V
s rovnomérnym rozdélenim od 0 do 1. Je-li U > V, vyménte U < V.

L2. [Snadny ptipad?] Je-li V < a/b, jdéte na krok L4.

L3. [Novy pokus ?] Je-li V' > U + (1/b) f(s + hU), vratte se na krok L1. (Pokud
je a/b blizko 1, nebude nutné tento krok provadét piilis ¢asto.)

L4. [Vypoclet X.| Ptifadte X «— s+ hU. 1|

Po dosaZeni kroku L4 je bod (U, V) ndhodnym bodem v oblasti, ktera je na
Obr. 11 stinovana, tedy v oblasti 0 < U <V < U + (1/b)f(s + hU). Podminky
(19) zarucuji, ze

1
% SU+Zf(s+hU) < 1.
Nyni pravdépodobnost, ze X < s+ ha, pro 0 < x < 1, je plocha lezici na Obr. 11
vlevo od svislé ¢ary U = x, déleno celkovou plochou, tedy

x 1 s+hx
/0 %f(s—l—hu)du//o %f(s—l—hu)du:/s f(v) dv;

a proto X ma spravné rozdéleni.

P1i odpovidajicich konstantach a;, b;, s;, se Algoritmus L postara o hustoty
klinového tvaru z Obr. 9, pro 1 < j < 15. Posledni rozdéleni F3; staci vzit v iivahu
jen asi v jednom pfipadé z 370; pouzijeme je pfi vypoctu vysledku X > 3. Ve
cviceni 11 si ukéZeme, Ze i pro tento ,okraj“ grafu lze pouzit standardni zamitaci
schéma. Nyni tedy konecné mizeme napsat celou proceduru:
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M1. Nacteni U

(M2. Obdélnik? Y220
Ne

MS5. Snadny pfipadiDA%

Ne

(M?). Klin nebo okrajﬁ% M4. Nacteni U <V

Okraj

M6. Novy pokus? Ne

MT7. Nacteni supero-
krajové velic¢iny

MS8. Zamitnuti? M9. Doplnéni znaménka ‘

Ano \L

Obr. 12. Algoritmus ,obdélnik-klin-okraj“ pro generovani norméalnich veli¢in

Algoritmus M (Metoda obdélnik-klin-okraj pro normdlni veliciny). PFi vypo-
¢tu v algoritmu budeme pouzivat pomocné tabulky (Pp,..., Ps1), (Q1,...,Q15),
(YE), ey }/31), (Z(), ceey Z31), (51, ceey Slﬁ), (D16, . ,Dgo), <E16, . ,Ego), sesta-
vené podle cviceni 10; priklady jsou uvedeny v Tabulce 1. Dale predpokladame
dvojkovy pocitac; podobnou proceduru bychom ale mohli vytvorit i pro desitkovy
stroj.

Ma1. [Naéteni U.] Vygenerujte ndhodné ¢islo s rovnomérnym rozdélenim U =
= (.bob1ba ... bt)2. (Zde b jsou jednotlivé bity ve dvojkové reprezentaci U. Pro
prijatelnou troven presnosti by ¢ mélo byt nejméné 24.) Pfifadte ¢ « by.
(Pozdéji podle 1) stanovime znaménko vysledku.)

M2. [Obdélnik?] Prifadte j < (b1babsbsbs)z2, coz je dvojkové Eislo stanovené
podle vedoucich bitd U, a pfifadte f «— (.bgbr...bt)2, coz je zlomek ze
zbyvajicich bita. Je-li f > P;, pfifadte X «— Y; + fZ; a jdéte na M9. Jinak
je-li j < 15 (tedy je-li by = 0), pfitadte X «— S; + fQ; a jdéte na M9.
(J edné se o upravenou verzi Walkerovy metody aliasti (3))

M3. [Klin nebo okraj?] (Nyni je 16 < j < 31 a kazda jednotlivd hodnota j se
vyskytuje s pravdépodobnosti p;.) Je-li j = 31, jdéte na MT.

M4. [Nacteni U < V.| Vygenerujte dvé nové rovnomérné veliéiny U a V; je-li
U >V, vyméiite U < V. (Zde zpracovavame specilni pfipad Algoritmu L.)
Prifadte X « Sj,15 + %U

MS5. [Snadny piipad?] Je-li V' < D, jdéte na M9.
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Tabulka 1
PRIKLADY TABULEK POUZIVANYCH V ALGORITMU M*
Pi  Piyis Q@ Y; Yivie  Zj  Zjyie Sjy1 Djyis Ejyis
0,000 067 0,00 0,59 0,20 0,21 0,0

0,849 ,161 0,236 — 0,92 0,96 1,32 024 02 505 25,00
0,970 236 0206 — 586 —0,06 6,66 026 04 773 12,50
0,855 ,285 0,234 — 0,58 0,12 1,38 0,28 06 876 8,33
0,094 ,308 0,201 -33,16 1,31 3496 029 0,8  ,939 6,25
0,995 ,304 0,201 —39,51 0,31 41,31 029 1,0 986 5,00
0,933 280 0,214 — 2,57 1,12 297 028 1,2  ,995 4,06
0,923 ,241 0217 — 1,61 0,54 261 02 1,4 987 3,37
0,727 ,197 0,275 0,67 0,75 0,73 025 1,6 979 2,86
1,000 ,152 0,200 0,56 024 1,8 972 2,47
10 0,601 112 0,289 0,35 0,17 0,65 0,23 2,0 966 2,16
11 0454 079 0,440 — 0,17 0,38 0,37 022 22 960 1,92
12 0,287 ,052 0,698 092 —001 028 021 24 954 1,71
13 0,174 ,033 1,150 0,36 0,39 024 021 26 948 1,54
14 0,101 ,020 1,974 — 0,02 0,20 022 020 28 ,942 1,40
15 0,057 ,086 3,526 0,19 0,78 021 022 30 936 1,27

© 00O Uik W~ OfS.

*V praxi budeme tato data poéitat s mnohem vé&tsi presnosti; tabulka obsahuje jen ukézku
hodnot, podle nichz si zvidavy Ctenal muze vyzkousSet ¢innost algoritmu pro presnéjsi vypocet.
Hodnoty Qo, Y9, Zg, D15 a E15 jsou nevyuzité.

MBS6. [Novy pokus?] Je-li V > U + E]-(e(siz—lfxz)/2 — 1), vratte se na krok M4;
jinak jdéte na M9. (Tento krok se provadi s nizkou pravdépodobnosti.)
MY7. [Nac¢teni superokrajové veli¢iny.] Vygenerujte dvé nezavislé rovnomérné ve-
li¢iny U a V, a piitadte X «— v/9 —2InV.

MBS8. [Zamitnuti?] Je-li UX > 3, vratte se na krok M7. (Tento pfechod probéhne
v kroku M8 jen asi v jedné dvanacting p¥ipadi.)

M9. [Doplnéni znaménka.| Je-li ) = 1, pfitadte X «— —X. |

Tento algoritmus je velice péknym prikladem matematické teorie, té€sné pro-
pletené s programatorskou genialitou — krasna ilustrace uméni programovani!
Vétsinou stac¢i provést jen kroky M1, M2 a M9 a ani ostatni kroky nejsou pri-
lis pomalé. Poprvé metodu obdélnik-klin-okraj publikoval G. Marsaglia, Annals
Math. Stat. 32 (1961), 894-899; G. Marsaglia, M. D. MacLaren a T. A. Bray,
CACM 7 (1964), 4-10. Dalsi zdokonaleni Algoritmu M pak navrhli G. Marsaglia,
K. Ananthanarayanan a N. J. Paul, Inf. Proc. Letters 5 (1976), 27-30.

3) Metoda sudd-lichd, objevil G. E. Forsythe. Pfekvapivé jednoduchou techniku
generovani nahodnych veli¢in s hustotou obecného exponencialniho tvaru

f(z)=Ce @ [a <z <], (20)

kde
0<h(z)<1 proa <z <b, (21)

pfedstavili John von Neumann a G. E. Forsythe kolem roku 1950. Myslenka
vychdzi z vySe popsané zamitaci metody, kdy vezmeme g(x) jako rovnomeérné
rozdéleni na intervalu [a..b): Pfifadime X « a+ (b—a)U, kde U je rovnomérna
veli¢ina, a poté chceme piijmout X s pravdépodobnosti e=(X). Pro provedeni
druhé operace staéi porovnat e (%) s V, nebo h(X)s —InV, kde V je jind rovno-
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mérna veli¢ina, avsak mizeme ji provést také nasledujicim zajimavym zpiisobem,
bez vyuziti jakékoli transcendentni funkce. P¥ifadime Vp < h(X), a potom gene-
rujeme rovnomeérné veli¢iny Vi, Vs, ... tak dlouho, az najdeme néjaké K > 1, pro
né7% Vk_1 < Vik. Pro pevné X a k je pravdépodobnost, ze h(X) > V; > --- > V4,
rovna 1/k! krat pravdépodobnost, Zze max(Vy,..., Vi) < h(X), tedy h(X)F/k!;
odtud pravdépodobnost K = k je h(X)*~1/(k — 1)! — h(X)*/k!, a pravdépodob-
nost, ze K je liché, je

ROMY RO | hx
2 ((kl)! T )_e . (22)

kliché, k>1

Je-li tedy K sudé, zamitneme X a provedeme novy pokus; je-li K liché, pfijimame
X jako nédhodnou proménnou s hustotou (20). Pro stanoveni K nepotfebujeme
obvykle generovat pfili§ mnoho V', protoze primérnd hodnota K (pfi daném X)
jerovna >, Pr(K > k) =3, oo h(X)F/k! = X)) <.

O nékolik rokt pozdéji si Forsythe uvédomil, Ze tento postup vede k efektivni
metodé vypoctu norméalnich veli¢in, bez nutnosti pomocnych rutin pro vypocet
odmocnin ¢ logaritmi jako v Algoritmech P a M. Jeho proceduru, kterou J. H.
Ahrens a U. Dieter zdokonalili o vybér intervall [a..b), miZeme shrnout nésle-
dovné.

Algoritmus F (Metoda sudd-lichd pro normdlni veli¢iny). Tento algoritmus
generuje normalni veli¢iny na dvojkovém pocitaci, pti priblizné ¢ + 1 bitech
presnosti. Vyzaduje tabulku hodnotu d; = a; —a;—1, pro 1 < j < ¢4 1, kde

a; je definovdno vztahem
2 [ 1
1/ —/ e 2dy = —. (23)
T Ja; 27

F1. [Nacteni U.] Vygenerujte rovnomérné ndhodné ¢&islo U = (.boby ... bt)2, kde
bg, b1, ..., by oznacuji bity ve dvojkovém zapise. Prifadte 1) < bg, j «— 1
aa+—0.

F2. [Nalezeni prvniho nulového b;.] Je-li b; = 1, pfifadte a — a+d;, j — j+1
a opakujte tento krok. (Je-li j = ¢ + 1, povazujte b; za nulové.)

F3. [Generovani kandidata.] (Nyni je a = aj—1 a aktudlni hodnota j se vyskytuje
s pravdépodobnosti ~ 277. Vygenerujeme X v intervalu [a;_1 .. a;), pomoci
vy$e popsané zamitaci metody, ptfi h(z) = 2%/2 — a?/2 = y*/2 + ay, kde
y = x — a. Ve cvifeni 12 dokézeme, ze h(z) < 1, jak pozaduje (21).)
Piitadte Y « d;j krat (.bj11...0)2 a V «— (%Y + a)Y. (Protoze pramérnd
hodnota j je 2, bude obvykle (.bj41 ...b;)2 obsahovat dostateény pocet bitl
pro odpovidajici pfesnost. Vypocty je mozné provést v aritmetice s pevnou
fadovou ¢arkou.)

F4. [Zamitnuti?] Vygenerujte rovnomérnou veli¢inu U. Je-1i V' < U, jdéte na krok
F5. Jinak do V pfifadte novou rovnomérnou veli¢inu a opakujte krok F4, po-
kud nové V je < U. Jinak (tedy pokud je K sudé jako v pfedchozim vykladu),
nahradte U novou rovnomérnou veli¢inou (.bob; . ..b;)2 a vratte se na F3.

F5. [Vraceni X.] Pfifadte X «— a + Y. Je-li ¢p = 1, piifadte X — —X. 1
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r=3 rx=1
(0,v/2/e) (1,v/2/e)
z=1/3
z=0
x=-1/3
Obr. 13. Oblast ,pfijeti“ v me-
todé poméru rovnomérnych veli-
¢in pro normalni veli¢iny. Délky
Car s pomérem soutradnic xr maji
normalni rozdéleni.
(07_\/2/6) N (17_\/2/6)
rz=-3 r=-1

Hodnoty d; pro 1 < j < 47 uvadéji ve svém ¢lanku Ahrens a Dieter, Math.
Comp. 27 (1973), 927-937; rozebiraji zde zdokonaleni algoritmu, kterd vedou
k urychleni, i kdyZ za cenu vice tabulek. Algoritmus F je velmi zajimavy, protoze
je témér stejné rychly jako Algoritmus S, ale snéze se implementuje. Primérny po-
¢et rovnomérnych veli¢in na normalni veli¢inu je 2,53947; R. P. Brent [CACM 17
(1974), 704-705] ukézal, jak tento pocet snizit na 1,374 46 za cenu dvou odéitani
a jednoho déleni na uloZzenou rovnomeérnou veli¢inu.

4) Pomeéry rovnomérnych velicin. Existuje jeSté jeden zpiisob generovani nor-
malnich veli¢in, s nimz pfisli A. J. Kinderman a J. F. Monahan v roce 1976. Jejich
myslenkou je vygenerovat ndhodny bod (U, V') v oblasti definované nerovnostmi

0<u<l, —2uy/ In(1/u) < v < 2u+/In(1/u), (24)

a poté vypsat pomér X « V/U. Stinovana plocha na Obr. 13 je ,magickou® ob-
lasti (24), diky niz mtze metoda fungovat. Nez se pustime do pFislusné teorie, po-
piSeme samotny algoritmus, abychom jasné vidéli, jak je efektivni a jednoduchy:

Algoritmus R (Pomérovd metoda pro normdlni veli¢iny). Tento algoritmus

generuje normalni veli¢iny X.

R1. [Nacteni U, V.] Vygenerujte dvé nezavislé rovnomérné veli¢iny U a V, kde
U je nenulové, a pfitadte X « /8/e (V —3)/U. (Nyni je X pomérem
soufadnic (U, \/8/_6 (V - é)) nadhodného bodu v obdélniku, ktery uzavira
stinovanou plochu na Obr. 13. Cislo X piijimame, pokud odpovidajici bod
skutecéné lezi ,ve stinu®, jinak provedeme novy pokus.)
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R2. [Nepovinny test horni hranice.] Je-li X2 < 5 —4e!/4U, vypiste X a ukoncete
algoritmus. (Tento krok je podle potfeby mozné vynechat; testujeme v ném,
jestli se vybrany bod nachazi ve vnitini plose Obr. 13 nebo ne, takze pak
neni nutné poditat logaritmus.)

R3. [Nepovinny test dolni hranice.] Je-li X2 > 4e~135/U + 1,4, vrafte se na
R1. (I tento krok je mozné vynechat; testujeme v ném, jestli se vybrany bod
nachdzi vné vnéjsi plochy Obr. 13, takZe pak neni nutné poéitat logaritmus.)

RA4. [Zavére¢ny test.] Je-li X2 < —4InU, vypiste X a ukoncete algoritmus. Jinak
se vrafte na R1. 1

Analyza casovani algoritmu nas ¢ekd ve cvicenich 20 a 21; konkrétné analy-
zujeme CtyTi rizné verze, protoze kroky R2 a R3 je mozné jednotlivé ponechat
nebo vynechat. Nasledujici tabulka uvadi, kolikrat se budou jednotlivé kroky
v prumeéru provadét, a to podle zahrnuti nepovinnych testi:

Krok  Zadny  Jen R2 Jen R3 Oba

R1 1,369 1,369 1,369 1,369
R2 0 1,369 0 1,369 (25)
R3 0 0 1,369 0,467
R4 1,369 0,467 1,134 0,232

Nepovinné testy se tedy vyplati vynechat jen v pfipadé, ze mame velmi rychlou
operaci logaritmovani, ale pokud je pomalejsi, bude 1épe testy ponechat.

Pro¢ ale cely algoritmus funguje? Jednim divodem je, Ze muzeme vypocitat
pravdépodobnost X < z, kterd, jak se ukazuje, je sprédvnou hodnotou (10).
Takovyto vypocet neni ale pravé snadny, pokud nepfijdeme na ten spravny trik,
a vzdy je lepsi nejprve pochopit, jak byl zfejmé algoritmus objeven. Tento odvodili
Kinderman a Monahan, a to z rozpracovani nasledujici teorie, kterou je mozné
vyuzit ve spojeni s libovolnou rozumné se chovajici funkei hustoty f(x) [viz ACM
Trans. Math. Software 3 (1977), 257-260].

Obecné predpokladejme, Ze byl vygenerovan bod (U,V) s rovnomérnym
rozdélenim pfes oblast (u,v)-roviny definovanou nerovnostmi

u>0,  u’<g(v/u) (26)

pro néjakou nezdpornou integrovatelnou funkci g. Jestlize pfifadime X «— V/U,
pak pravdépodobnost X < x muzeme vypocitat integraci dudv pres plochu
definovanou dvéma relacemi (26) plus dodateénou podminkou v/u < z, a po-
tom vydélit stejnym integralem bez této podminky. Polozime-li v = tu, takze
dv = u dt, prejde integral ve tvar

@ V() 1 %
/ dt/ udu = 5/ g(t) dt.
—o00 0 —o0

Pravdépodobnost X < z je tudiz rovna

/ ;g(wdt / / :og(wdt. (27)
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Pro g(t) = e~t/2 vychézi odtud normalni rozdéleni a podminka u? < g(v/u)
se v tomto ptipadé zjednodusi na (v/u)?> < —4Inu. Snadno nahlédneme, Ze
mnozina vSech takovychto dvojic (u, v) je celd obsazena v obdélniku na Obr. 13.

Hranice v krocich R2 a R3 definuji vnitini a vnéjsi oblasti pomoci jednodus-
§ich hrani¢nich nerovnic. Pomoci zndmé nerovnosti

e’ >1+u,
ktera plati pro vSechna redlnd x, miuzeme ukazat, ze
l+lnec—cu < —lnu < 1/(cu) —1+1ne (28)

pro libovolnou konstantu ¢ > 0. Ve cviceni 21 dokadZeme, Ze nejlepsi moznou
konstantou pro krok R2 je ¢ = e/ V kroku R3 je situace komplikovanéjsi
a zda se, ze v tomto pripadé nelze optimalni ¢ vyjadfit néjakym jednoduchym
vyrazem, ale podle experimentalnich vypoéti je nejlepsi hodnota pro R3 ~ e!+3°.
Pro u = 1/c¢ jsou aproximacni kiivky (28) te¢nami ke skute¢né hranici.

Pii zdokonalené aproximaci oblasti pfijeti [viz J. L. Leva, ACM Trans. Math.
Software 18 (1992), 449-455] mtzeme fakticky snizit oekdvany pocet vypocti
logaritmu jen na 0,012.

Jestlize celou oblast rozd€lime do podoblasti, z nichz vétsinu je mozné zpra-
covat rychleji, dostaneme celkové rychlejsi metodu. Samoziejmé to znamena jisté
pomocné tabulky, podobné jako v Algoritmech M a F. Zajimavou alternativu,
ktera vyzaduje méné polozek v pomocnych tabulkach, navrhli Ahrens a Dieter
v CACM 31 (1988), 1330-1337.

5) Normdlni veli¢iny z normdlnich veli¢in. Ve cvi¢eni 31 rozebirdme zajimavy
pristup, ktery nestavi vSe jen na rovnomeérnych veli¢inach, nybrz pracuje pfimo
s normalnimi veli¢inami a tim Setfi jisty ¢as. Metodu predstavil v roce 1996 C. S.
Wallace, zatim ma relativné slabou teoretickou podporu, ale Gspésné splnila fadu
empirickych testi.

6) Varianty normdlniho rozdéleni. Zatim jsme uvaZovali normované normalni
rozdéleni, se stfedni hodnotou nula a standardni odchylkou rovnou jedné. Ma-li
veli¢ina X toto rozdéleni, pak

Y=p+oX (29)

ma normalni rozdéleni se stfedni hodnotou p a standardni odchylkou o. Navic,
jsou-li X7 a X5 nezavislé normélni veli¢iny se stfedni hodnotou nula a standardni
odchylkou jednak a je-li

Y1 =1 + 01X, Yo = pg + 02 (pX1 + /1 — p? Xz), (30)

pak Y7 a Y5 jsou zdvislé ndhodné proménné s normalnim rozdélenim, se stfednimi
hodnotami 1, ps a standardnimi odchylkami o1, 03, a s korela¢nim koeficientem
p. (Zobecnéni na n proménnych viz cviéeni 13.)

vvvvvv

rovnomérnych a normdalnich veli¢in je exponencidlni veli¢ina. Takovato cisla se
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vyskytuji v situacich, které charakterizuje ,doba prichodu®; jestlize naptiklad
radioaktivni latka emituje alfa Castice takovou rychlosti, Ze jedna je emitovana
v pruméru jednou za p sekund, pak doba mezi dvéma nasledujicimi ¢asticemi
ma exponencialni rozdéleni se stfedni hodnotou u. Toto rozdéleni je definovano
vztahem

Flz)=1—e"2/", x> 0. (31)

1) Logaritmickd metoda. Ziejmé jestlize y = F(x) = 1 — e */#, pak = =
= FIFU(y) = —pln(1 — y). Podle (7) méa tudiz —pln(l — U) exponencidlni
rozdéleni. A protoze 1 — U méa rovnomérné rozdéleni, pokud je ma i U, dospé&jeme
k zavéru, ze

X =—pnU (32)
ma exponencialni rozdéleni se stfedni hodnotou u. (Pfipad U = 0 musime oSe-
tfit zvl4st; namisto 0 miZeme dosadit libovolnou vhodnou hodnotu €, protoze
pravdépodobnost tohoto piipadu je extrémné mald.)

2) Ndhodnd minimalizacni metoda. V Algoritmu F jsme vidéli, ze existuji jedno-
duché a rychlé alternativy k vypoctu logaritmu rovnomérné veli¢iny. Nasledujici
mimoiadné efektivni postup vyvinuli G. Marsaglia, M. Sibuya a J. H. Ahrens
[viz CACM 15 (1972), 876-877]:

Algoritmus S (Ezponencidlni rozdéleni se stiedni hodnotou p). Tento algo-
ritmus vytvari na dvojkovém pocitaci exponencialni veli¢inu, a to s vyuzitim
rovnomérné veliéiny s (¢ 4+ 1)-bitovou pfesnosti. Konstanty

In2 In2)?2 In 2)*
Q[k]:TJF%JF"'Jr(k,)a k=1, (33)

je vhodné vypoéitat piedem a postupovat az do Q[k] > 1 — 27

S1. [Nacteni U a posuv.] Vygenerujte (¢ + 1)-bitovy rovnomérny ndhodny dvoj-
kovy zlomek U = (.bob1b2 . . . bt)2; najdéte v ném prvni nulovy bit b; a posuiite
pry¢ vedoucich j + 1 bitd, takze pfifadite U <+ (.bj11...b:)2. (Stejné jako
v Algoritmu F je pramérny pocet zahozenych biti 2.)

S2. [Okamzité prijeti?] Je-li U < In2, pfifadte X «— p(jIn2 + U) a ukoncete
algoritmus. (Vsimnéte si, ze Q[1] = In2.)

S3. [Minimalizace.] Najdéte nejmensi k > 2 takové, ze U < Q[k]. Vygenerujte
k novych rovnomérnych veli¢in Uy, ..., Uy a pfifadte V « min(Uy, ..., Uy).

S4. [Predéani odpovédi.] Prifadte X «— p(j +V)In2. |
Exponencidlni veli¢iny muzeme generovat také jinymi, alternativnimi po-

stupy (jako je napiiklad pomérova metoda rovnomérnych veli¢in z Algoritmu R.

E. Ostatni spojita rozdéleni. Podivejme se nyni stru¢né na vypocty nékterych

jinych rozdéleni, které se v praxi pomérné c¢asto vyskytuji.

1) Gama rozdéleni ¥adu a > 0 je definovano vztahem

F(x) = ﬁ /: t*tetdt,  x>0. (34)
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Pro a = 1 prechazi vztah v exponencialni rozdéleni se stfedni hodnotou 1; pro

a = % se jedna o rozdéleni %Zz, kde Z ma normalni normované rozdéleni se

stf"edr?i hodnotou 0 a rozptylem 1. Jsou-li X a Y nezavislé ndhodné proménné
s gama rozdélenim fadu a, resp. b, pak také veli¢ina X + Y ma gama rozdéleni,
a to fadu a + b. Proto napiiklad soucet k nezavislych exponencidlnich veli¢in
se stfedni hodnotou 1 ma gama rozdéleni fadu k. Jestlize tyto exponencialni
veli¢iny generujeme pomoci logaritmické metody (32), sta¢i ndm vypocitat jediny
logaritmus, a sice X « —In(U;y ...Uy), kde Uy, ..., Uy jsou nenulové rovnomeérné
veli¢iny. Tato technika pracuje s libovolnym celociselnym fadem a; pro tplnost
se jeSté ve cviceni 16 objevi vhodna metoda pro 0 < a < 1.

Prosta logaritmicka metoda je ale pro velké a prili§ pomalé, protoze potiebuje
la] rovnomérnych veli¢in. Navic existuje velké riziko, Ze pfi soucinu Uy ...U|,)
dojde k podtecéeni redlné aritmetiky. Pro velkd a navrhl tedy J. H. Ahrens né-
sledujici rozumné efektivni algoritmus, ktery se navic snadno da zapsat pomoci
standardnich podprogramu. [Viz Ann. Inst. Stat. Math. 13 (1962), 231-237.]

Algoritmus A (Gama rozdélend fddu a > 1).

A1. [Generovani kandidata.] P¥itadte Y «— tan(nU), kde U je rovnomérna veli-
éina, a pfifadte X «— v/2a—1Y +a — 1. (Namisto tan(7wU) mZeme vyuZzit
polarni metodu a vypocitat pomér Vo/V; jako v kroku P4 Algoritmu P.)

A2. [Prijeti?] Je-li X <0, vrafte se na Al. Jinak generujte rovnomeérnou veli¢inu
Vavraftesena Al je-li V > (1+Y?) exp((a—1) In(X/(a—1))—v2a — 1Y).
Jinak pfijméte X. |

Pro a > 3 je prumérny pocet opakovani kroku Al < 1,902.

Existuje také dalsi zajimavy zplsob vypoctu pro velké a, ktery vychéazi
z pozoruhodného faktu, Ze gama veli¢iny jsou pfiblizné rovné aX?3, kde X je
proménnd s normalnim rozdélenim se stfedni hodnotou 1 — 1/(9a) a standardni
odchylkou 1/v/9a; viz E. B. Wilson a M. M. Hilferty, Proc. Nat. Acad. Sci. 17
(1931), 684-688; G. Marsaglia, Computers and Math. 3 (1977), 321-325.*

Ponékud komplikovany, ale vyrazné rychlejsi algoritmus, jenz generuje gama
veli¢inu ve zhruba dvojnisobném Case nez normalni veli¢inu, predstavili J. H.
Ahrens a U. Dieter, CACM 25 (1982), 47-54. Clanek obsahuje podnétny vyklad
principt navrhu tohoto algoritmu.

2) Beta rozdéleni s kladnymi parametry a a b je definovano vztahem
I'(a+b)
I'(a)T'(b)

Jsou-li X; a X5 nezavislé gama veli¢iny fadu a a b, pfitadime X «— X;/(X;+Xa).
Pii jiném postupu, uzitetném pii malém a a b, pfifazujeme opakované

Fla) = /‘w4u4¢ﬁﬂdu 0<z<l. (35)
0

Vi U/ a Yoy

tak dlouho, az je Y1 + Y2 < 1; potom X « Y7/(Y7 + Ya). [Viz M. D. J6hnk,
Metrika 8 (1964), 5-15.] Jesté jiny postup pro nepfilis velka celd a a b znamena

* V kroku 3 algoritmu na strané 323 citované publikace zménte ,+(3a—1)“ na ,—(3a—1)“.
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do X pfifadit b-tou nejvétsi z a + b — 1 nezavislych rovnomeérnych veli¢in (viz
cviceni 9 na zacatku kapitoly 5). Viz téz pfiméjsi metoda, kterou popsal R. C.
H. Cheng, CACM 21 (1978), 317-322.

3) chi-kvadrat rozdéleni s v stupni volnosti (definice viz 3.3.1-(22)) ziskdme
prifazenim X « 2Y, kde Y je ndhodna proménnd s gama rozdélenim fadu v/2.

4) F rozdéleni (Fisherovo rozdéleni neboli rozdéleni poméri rozptyli) s v1 a vy
stupni volnosti je definovano vztahem

Vlyl/2 1/;’2/2 F((V1 + o
[(v1/2)T(v2/2)
kde x > 0. Necht Y7 a Y3 jsou nezavislé proménné s chi-kvadrit rozdélenim

s 11 a v stupni volnosti; pfifadme X «— Yivo/Yars. Nebo piifadime X
— 1Y /11 (1 -Y), kde Y je beta veli¢ina s parametry v1/2 a v2/2.

F(z) =

2 T
)/ ) / tyl/2—1(y2 +V1t)—yl/2—u2/2 dt, (36)
0

5) Studentovo t-rozdéleni s v stupni volnosti je definovano vztahem

L((v+1)/2) [* 2/ N—(v+1)/2
F@)—m/ﬂo(l‘ﬁ/ﬂ D72 qr. (37)
Necht Y7 je normovana normalni veli¢ina (stfedni hodnota 0, rozptyl 1) a necht
Y5 je nezavislé na Y; a ma chi-kvadrat rozdéleni s v stupni volnosti; ptrifadime
X «—Y1/y/Ya/v. Alternativné pro v > 2 necht Y7 je normélni veli¢ina a necht Y,
je nezavisla proménna s exponencialnim rozdélenim se stfedni hodnotou 2/(v—2);
piifadime Z « Y?2/(v — 2) a zamitneme (Y7, Y2), pokud e~ ¥2=Z > 1 — Z, jinak
prifradime

X —Yi/V/1-2/v)1-2).
Druhou metodu popsal George Marsaglia, Math. Comp. 34 (1980), 235-236. [Viz
téz A. J. Kinderman, J. F. Monahan a J. G. Ramage, Math. Comp. 31 (1977),
1009-1018.]

6) Ndhodny bod na n-rozmérné kulové plose s jednotkovgm polomérem. Necht
X1, Xo, ..., X,, jsou nezavislé normélni veli¢iny (stfedni hodnota 0, rozptyl 1);
pozadovany bod na jednotkové kulové plose je

(Xo/r. Xofr..., Xofr).  kder=\/XZ+ X3+ + X2 (38)

Jestlize tyto veli¢iny X vypocitame polarni metodou Algoritmu P, vypocteme
tim pokazdé dvé nezavislé proménné X a v notaci zminéného algoritmu mame
X2 + X2 = —2InS; tim si uSetfime uréity ¢as vypocétu r. Platnost vztahu
(38) vyplyva z toho, Ze funkce hustoty rozdéleni bodu (Xj,...,X,) je zavisla
jen na jeho vzdalenosti od pocatku, takze po projekci na jednotkovou kulovou
plochu dostavame rovnomeérné rozdéleni. Tuto metodu jako prvni navrhl G. W.
Brown, v knize Modern Mathematics for the Engineer, prvni série, redigoval E. F.
Beckenbach (New York: McGraw-Hill, 1956), str. 302. Pro odvozeni nahodného
bodu wvnitr n-rozmérné koule doporucuje R. P. Brent vzit bod na kulové plose
a vynasobit jej U/™.
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V trojrozmérném prostoru mizeme vyuzit vyznamné jednodussi metodu,
protoze kazda ze soufadnic ma rovnomérné rozdéleni od —1 do 1: Pomoci krokt
P1-P3 Algoritmu P najdeme Vi, Vo a S; pozadovany ndhodny bod na kulové
plose je pak (aVi, aVa, 25 — 1), kde o = 24/1 — S. [Robert E. Knop, CACM 13
(1970), 326.)

F. Vyznamni rozdéleni s celodiselnymi hodnotami. Rozdéleni pravdé-
podobnosti, tvorené jen celoCiselnymi hodnotami, mtizeme v podstaté vyftesit
technikami popsanymi na zacatku této Casti; n€ktera z téchto rozdéleni jsou ale
v praxi natolik dulezita, zZe si zde zasluhuji zvlastni pozornost.

1) Geometrické rozdéleni. Jestlize néjakd udalost nastava s pravdépodobnosti
p, pak pofet N nezévislych pokusti nutnych pro dalsi opakovani udalosti (nebo
pocet pokust pfed jejim prvnim nastoupenim) ma geometrické rozdéleni. Je tedy
N =1 s pravdépodobnosti p, N = 2 s pravdépodobnosti (1 —p)p, ..., N =n
s pravdépodobnosti (1 — p)"~1p. To je v podstaté stejna situace, jakou jsme uva-
zovali v mezerovém testu z ¢asti 3.3.2; zaroven pfimo souvisi s po¢tem provadéni
urcitych smycek v algoritmech této ¢asti, napiiklad krokti P1-P3 polarni metody.

Proménnou tohoto rozdéleni mizeme Sikovné vygenerovat prifazenim

N« [lnU/In(1 - p)]. (39)

Nyni ovéiime sprévnost vzorce a v§imneme si, ze [InU /In(1—p)| = n tehdy a jen
tehdy, je-lin —1 <InU/In(1 — p) < n, to znamend, (1 —p)"~ 1 >U > (1 —p)",
co7 nastava pravé s pozadovanou pravdépodobnosti (1 — p)"~1p. Velicinu InU je
mozné nahradit za —Y, kde Y ma exponencialni rozdéleni se stfedni hodnotou 1.
Specialni ptipad p = % je na dvojkovém pocitaci docela jednoduchy, protoze
predpis (39) se redukuje na pfifazeni N «— [—1lgU]; to znamend, Zze N je
o jednicku vyssi nez pocet vedoucich nulovych bitt ve dvojkové reprezentaci U.

2) Binomické rozdéleni (t,p). Jestlize néjakd udalost nastava s pravdépodob-
nosti p a jestlize provedeme ¢ nezavislych pokusi, pak se celkovy pocet IV vyskyti
udéalosti rovna n s pravdépodobnosti (fL) p*(1 —p)t=". (Viz ¢4st 1.2.10.) Jingmi
slovy, pfi generovani veli¢in Uy, ..., U, potfebujeme zjistit, kolik z nich je < p.
Pro malé ¢t mizeme N ziskat pravé takto.

Pro velka t miizeme vygenerovat beta veli¢inu X s celociselnymi parametry
a a b, kde a +b — 1 = t; tim fakticky dostaneme b-ty nejvétsi z ¢ prvkad, aniz
bychom museli generovat i ostatni. Nyni je-li X > p, pfitadime N «— Nj, kde N;
m4é binomické rozdéleni (a — 1, p/X), protoze vyjadiuje, kolik z a — 1 ndhodnych
¢isel v intervalu [0..X) je < p; a je-li X < p, pfifadime N «— a + Ny, kde
N1 mé binomické rozdéleni (b -1, (p—-X)/1- X)), protoze Ni ukazuje, kolik
z b— 1 ndhodnych ¢&isel v intervalu [X .. 1) je < p. Zvolime-li a = 1+ [t/2], snizi
se parametr ¢ na rozumnou mez po zhruba lgt redukcich tohoto typu. (Postup
objevil J. H. Ahrens, ktery také navrhl alternativni metodu pro stiedné velka t;
viz cvifeni 27.)

3) Poissonovo rozdéleni se stfedni hodnotou p. Poissonovo rozdéleni ma po-
dobny vztah k exponencidlnimu rozdéleni, jaky ma binomické rozdéleni ke geome-
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trickému: Vyjadiuje za jednotku ¢asu pocet vyskyti udalosti, kterd mutize nastat
v kterémkoli okamziku. Pfikladem je pocet alfa ¢astic, emitovanych radioaktivni
latkou za jednu sekundu; ten méa pravé Poissonovo rozdéleni.

Na zakladé tohoto principu jiz mizeme vytvorit poissonovskou veli¢inu N;
k tomu vygenerujeme nezavislé exponencialni veli¢iny X7, Xa, ... se stfedni
hodnotou 1/ a zastavime se, jakmile X7 + -+ + X,;, > 1; potom je N «— m — 1.
Pravdépodobnost X7 +- - -+ X,,, > 1 je rovna pravdépodobnosti, ze gama veli¢ina
fadu m je > p, coz vede k f:o tm=le=tdt/(m — 1)!; pravdépodobnost N = n je
tudiz rovna

L[ —t 1 o1t e
—'/ t"e dt—f’/ e dt = e, n > 0. (40)
n!J, (n—=1"J, n!
Pii generovani exponencialnich veli¢in pomoci logaritmické metody se vyse uve-
deny predpis zastavi, jakmile je —(InU; + --- + InU,,)/1 > 1. Po zjednoduseni
vyrazu uvidime, Ze pozadovanou poissonovskou veli¢inu miZzeme ziskat vypoctem
hodnoty e™#, kterou pak prevedeme do pevné Ffadové carky a potom vygeneru-
jeme jednu nebo vice rovnomeérnych velicin Uy, Us, ..., az soudin splni nerovnost
Uy ...U, < e *; nakonec ptrifadime N <« m—1. V prauméru k tomu potiebujeme
vygenerovat i + 1 rovnomérnych veli¢in, a proto je postup velmi vhodny pro
neprilis velké p.

Je-li p velké, mizeme metodu fadu logpu odvodit z toho, ze jiz umime
pracovat s gama a binomickym rozdélenim velkych fadd: Nejprve vygenerujeme
X s gama rozdélenim fadu m = |au], kde a je vhodna konstanta. (Protoze X
je ekvivalentni — In(U; ... U,,), v podstaté z piedchozi metody vynechaviame m
krokii.) Je-li X < p, pritadime N « m + Ny, kde Ny je poissonovskd veli¢ina se
stfedni hodnotou p — X; a je-li X > pu, pritadime N <« N, kde N; ma binomické
rozdéleni (m — 1, u/X). Tuto metodu odvodili J. H. Ahrens a U. Dieter, z jejichz
experimenti vyplyva, ze vhodnou hodnotou « je %.

Platnost uvedené redukce pro X > pu je disledkem nasledujiciho dilezitého
principu: ,,Necht X3, ..., X,, jsou nezavislé exponenciilni veli¢iny se stejnou
stfedni hodnotou; polozme S; = X; + --- 4+ X; a dale V; = S5;/5,, pro 1 <
< j < m. Potom rozdéleni Vi, Vo, ..., V,_1 je stejné jako rozdéleni m — 1
nezavislych rovnomérnych veli¢in sefazenych do rostouciho pofadi.* Forméalné
tento princip zavedeme tak, Ze vypocteme pravdépodobnost, s niz je Vi < vy,

vos Vi1 < Upp—1, je-li ddna hodnota S, = s, pro libovolné hodnoty 0 < v <
<o < Wpog < 10 Necht f(vg,ve,...,0m-1) je (m — 1)-ndsobny integral

V1S vas—11
/ pe /e dtl/ pe~ 2/ rdty ..
0 0

VUm—18—t1——tm_2
% / Me—tm—l/udtm_l . Me—(s—tl—'“—tm_l)/u;
0

potom
v U VUm —
f(vhv%“"vmil) fol du1 fuf dUqu:_; dum_1

f(lala--'al) - foldulfull dUQ...fl 2dum_1

Upn —

)
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provedeme-li substituci 1 = suy, t1 +t3 = suo, ..., t1 + -+ tim_1 = SUm_1-
Druhy uvedeny pomér je roven prislusné pravdépodobnosti, Zze rovnomérné veli-
¢iny Uy, ..., Up—1 spliuji nerovnosti Uy < vy, ..., Up—1 < vpy—1, pokud zaroven

spliwji Uy < -+ < Upp1-
Efektivnéjsi, i kdyz ponékud komplikovanéjsi techniku pro binomické a pois-
sonovské veli¢iny si nac¢rtneme ve cviceni 22.

G. Zdroje dalsich informaci. V ¢lanku Stanislaw Ulam 1909-1984, zvlastni
vydéani Los Alamos Science (Los Alamos National Lab., 1987), 135-136, je otis-
téna faksimile dopisu od von Neumanna s datem 21. kvétna 1947, v némz po-
prvé spatfila svétlo svéta zamitaci metoda. Kniha Non-Uniform Random Variate
Generation, kterou napsal L. Devroye (Springer, 1986), popisuje mnohem vice
algoritmu pro generovani nahodnych proménnych s nerovnomérnymi rozdélenimi,
a také peclivé rozebira efektivitu kazdého z nich na typickém pocitaci.

W. Hoérmann a G. Derflinger poukédzali [ACM Trans. Math. Software 19
(1993), 489-495], ze mlize byt nebezpecné pouzivat zamitaci metodu ve spojeni
s linedrnimi kongruentnimi generatory s malymi ndsobiteli, a ~ /m.

Z teoretického pohledu je zajimavé uvazovat optimdlni metody generovani
nadhodnych proménnych daného rozdéleni, a to v tom smyslu, ze metoda ma
pozadovanych vysledkid dosdhnout z minimalniho mozného pocétu nahodnych
bitd. Pocatky teorie k témto otdzkdm popisuji D. E. Knuth a A. C. Yao, Al-
gorithms and Complexity, redigoval J. F. Traub (New York: Academic Press,
1976), 357-428.

Ptrehled riznych technik z této ¢asti nas ceka ve cviceni 16.

CVICENI

1. [10] Pokud jsou « a [ redlnd ¢isla, pro néz a < 3, jak vygenerujete ndhodné redlné
¢islo s rovnomérnym rozdélenim mezi o a 37

2. [M16] Predpokladejme, ze mU je ndhodné celé ¢islo od 0 do m — 1; jaka je presnd
pravdépodobnost, ze |kU | = r, pokud je 0 < r < k? Vysledek porovnejte s pozadovanou
pravdépodobnosti 1/k.

3. [14] Rozeberte postup, kdy budeme U povazovat za celé ¢islo a ndhodné celé &islo
od 0 do k — 1 budeme generovat pomoci vypoctu jeho zbytku mod k, nikoli ndsobenim
jako je uvedeno v textu. Instrukce (1) tudiz zménime na

ENTA O0; LDX U; DIV K,

pricemz vysledek se zapiSe do registru X. Je tato metoda dobra?
4. [M20] Dokazte obé relace v (8).
5. [21] Navrhnéte efektivni zpisob vypoctu ndhodné proménné s rozdélenim F(x) =
=pr+qz?+re3, kdep>0,¢>0,7r>0ap+qg+r=1
6. [VM21] Veli¢inu X vypocéitdme nasledujicim postupem:
Krok 1. Vygenerujte dvé nezavislé rovnomérné veli¢iny U a V.
Krok 2. Je-li U? + V2 > 1, vrafte se na krok 1; jinak piifadte X — U.

Jakd je distribu¢ni funkce X? Kolikrdt se bude provadét krok 17 (Uvedte stfedni
hodnotu a standardni odchylku.)
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7. [20] (A.J. Walker.) Piedpoklddejme, ze médme hromadu kostek k riznych barev,
dejme tomu n; kostek barvy C; pro 1 < j < k, a dale mame k krabic, {Bi1,..., B}
z nichz do kazdé se vejde pravé n kostek. Navic je ni + --- + nx = kn, takze kostky
se presné vejdou do pripravenych krabic. Podejte konstruktivni diikaz, ze vzdy existuje
takovy zpusob rozmisténi kostek do krabic, ze kazda krabice obsahuje kostky nejvyse
dvou raznych barev; ve skutecnosti to lze provést dokonce tak, ze kdykoli krabice
B; obsahuje dvé barvy, je jednou z téchto barev C;. Ukazte, jako pomoci tohoto
principu vypoditat tabulky P a Y potfebné v (3), je-li ddno rozdéleni pravdépodobnosti
(p17 s 7pk)'

8. [M15] Ukazte, Ze je mozné operaci (3) zménit na
je-li U < Px pak X «— xg41 jinak X «— Yx

(to znamen4, ze namisto V pouzijeme piivodni hodnotu U), pokud je to vhodnéjsi, a to
pomoci pfislusné modifikace Po, Pi, ..., Pr—1.

9. [VM10] Proé je kiivka f(z) na Obr. 9 konkavni pro < 1 a konvexni pro z > 17

10. [VM2/] Vysvétlete, jak vypocitat pomocné konstanty P;, Q;, Y;, Z;, Sj, Dj, E;
tak, aby Algoritmus M vydal odpovédi ve spravném rozdéleni.

11. [VM27] Dokazte, ze kroky M7-M8 Algoritmu M vygeneruji ndhodnou proménnou
s prislusnym okrajem normalniho rozdéleni; jinymi slovy pravdépodobnost X < x bude

presné
T 2 o 2
/ e_t/2dt// e_t/Zdt7 x> 3.
3 3

[Ndpovéda: Ukazte, Ze se jedna o specidlni pfipad zamitaci metody, kde g(t) = Cte=t"/?
pro néjaké C'.]

12. [VM23] (R.P. Brent.) Dokazte, Ze ¢isla a; definovand ve vztahu (23) spliiuji relaci

2
ai —

¥ (1?71 <2In2 pro vSechna j > 1.

[Ndpovéda: Je-li f(z) = =/ e e /2 dt, pak ukazte, ze f(x) > f(y) pro 0 <z < y.]

13. [VM25] Je-li ddna mnozina n nezavislych normalnich veli¢in X1, Xo, ..., X, se
stfedni hodnotou 0 a rozptylem 1, ukazte, jak nalézt konstanty b; a aij, 1 < j <i < mn,
takové, ze je-li

Yi=bi4+anXi, Yo=bx+anX1i+a2xXe, ..., Yi=bi+auXi+- - +awnXn,

pak Yi, Ya, ..., Y, jsou zavislé proménné s normalnim rozdélenim, Y; ma stfedni
hodnotu y; a proménné Y maji danou kovarianéni matici. (c;;). (Kovariance c;; z Y;
a'Y; je definovana jako primérnd hodnota z (Y; — ;) (Y; — ;). Zejména c;; je rozptyl Yj,
tedy é&tverec jeji standardni odchylky. Ne vSechny matice (¢;;) mohou byt kovarianéni
matici a v tloze samoziejmé staci, pokud za podminek, kdy existuje feseni, bude vase
konstrukce fungovat.)

14. [M21] Je-li X ndhodna proménnd se spojitym rozdélenim F'(z) a je-li ¢ konstanta
(muze byt i zdpornd), jaké je rozdéleni ¢ X7

15. [VM21] Pokud jsou X; a X2 dv& nezdvislé ndhodné proménné s p¥islusnymi roz-
délenimi Fi(z) a F»(z), a s funkcemi hustoty fi(z) = Fi(z), fo(z) = Fy(z), jaka je
distribu¢ni funkce a hustota pravdépodobnosti veli¢iny X; + X27
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16. [VM22] (J. H. Ahrens.) Navrhnéte algoritmus pro generovani gama veli¢in fadu
a pro 0 < a < 1, postaveny na zamitaci metodé s cg(t) = t*~Y/T'(a) pro 0 < t < 1,
ascg(t)=e */T(a) prot > 1.

17. [M24] Jaka je distribucni funkce F(z) pro geometrické rozdéleni s pravdépodob-
nosti p? Jaka je ptislusna generujici funkce G(z)? A jakou méa toto rozdéleni stiedni
hodnotu a standardni odchylku?

18. [M24] Navrhnéte metodu pro vypocet ndhodného celého ¢isla N, kde N nabyva
hodnoty n s pravdépodobnosti np*(1 — p)" ™!, n > 0. (Zvlasté zajimavy piipad je pro
pomérné malé p.)

19. [22] Zdporné binomické rozdélent (t, p) nabyva celodiselnych hodnot N = n s prav-
dépodobnosti (*"1*")p’(1 — p)”. (Na rozdil od bé&zného binomického rozdéleni zde t
nemusi byt celé, protoze tato veli¢ina je nezapornd pro vSechna n, kde t > 0.) Zobecnéte
cviceni 18 a vysvétlete, jak vygenerovat celd ¢isla N s timto rozdélenim, je-li ¢ malé
kladné celé ¢islo. Jakou metodu navrhnete, pokud je t = p = %?

20. [M20] Necht A je velikost stinované plochy na Obr. 13 a necht R je plocha
opsaného obdélniku. Déale necht I je velikost vnitini plochy prijaté v kroku R2 a F
velikost plochy mezi vnéjsi plochou zamitnutou v kroku E3 a vnéjsim obdélnikem.
Urcete, kolikrat se bude provadét kazdy z krokt Algoritmu R, pro kazdou z jeho &tyt
variant popsanych v (25), a vyjadrete pomoci A, R, I a E.
21. [VM29] Odvodte vztahy pro veli¢iny A, R, I a E definované ve cviceni 20. (Pro I
a zejména E je vhodné vyuzit interaktivni poéitacovy algebraicky systém.) Ukazte, Ze
c=el/* je nejlepsi mozna konstanta v kroku R2 pro testy tvaru ,X? < 4(1+1nc)—4cU*
22. [VM40] MiZzeme pfesné Poissonovo rozdéleni pro velké p ziskat vygenerovanim
odpovidajici normalni veli¢iny, kterou nasledné vhodnym zptsobem prevedeme na celé
¢islo a na malé procento pfipadi aplikujeme jistou korekci (i kdyz muize byt kompliko-
vand)?
23. [VM23] (J. von Neumann.) Jsou nésledujici dvé metody generovani ndhodné ve-
liciny X ekvivalentni (tedy m4 veli¢ina X stejné rozdéleni)?
Metoda 1: Pfitadte X « sin((r/2)U), kde U m4 rovnomérné rozdéleni.
Metoda 2: Vygenerujte dvé rovnomérné veli¢iny U a V; je-li U? + V2 > 1, opakujte
krok a7 je U? + V? < 1. Potom ptitadte X « |U? — V?|/(U? +V?).

24. [VM40] (S. Ulam, J. von Neumann.) Necht Vs je ndhodné zvolené realné cislo
od 0 do 1 a necht je definovédna posloupnost (V;,) podle pravidla V, 41 = 4V, (1 — V4,).
Provedeme-li vypocet s dokonalou presnosti, bude vysledkem posloupnost s rozdélenim
sin® 7U, kde U je rovnomérné, tedy s distribuéni funkei F(z) = Jo dz/V2mz(1 —x).
Jestlize totiz napiSeme V,, = sin? wUn, zjistime, ze Un11 = (2U,) mod 1; a protoze
téméf vSechna redlna ¢isla maji ndhodny dvojkovy rozvoj (viz ¢ast 3.5), je posloup-
nost U,, ekvidistribuovana. Pokud ale vypocet V,, provadime jen s konecnou pfesnosti,
zdivodnéni jiz neplati, protoZe nas brzy ovlivni Sum ze zaokrouhlovaci chyby. [Viz von
Neumann, Collected Works 5, 768-770.]

Analyzujte takto definovanou posloupnost (V,,) za podminky jen koneéné ptresnosti,
a to jak empiricky (pro rizné zvolend Vp), tak i teoreticky. Podoba se skute¢né rozdéleni
posloupnosti o¢ekavanému?

25. [M25] Necht X1, X2, ..., X5 jsou dvojkova slova, v nichz kazdy bit mé nezavislou

hodnotu 0 nebo 1 s pravdépodobnosti % S jakou pravdépodobnosti bude dana bitova

pozice &isla X1 | (X2 & (X3 | (X4 & X5))) obsahovat 1?7 Zobecnéte.
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26. [M18] Necht N; a N2 jsou nezavislé poissonovské veli¢iny se stfednimi hodnotami
U1 a p2, kde pu1 > p2 > 0. Dokazte nebo vyvratte: (a) N1+ N2 mé Poissonovo rozdéleni
se stfedni hodnotou p1 + p2. (b) N1 — N2 méa Poissonovo rozdéleni se stfedni hodnotou
1 — p2.

27. [22] (J. H. Ahrens.) Na vétsiné dvojkovych pocitact existuje efektivni zpusob
spoCteni jednicek ve dvojkovém slové (viz ¢ast 7.1). Existuje tedy i Sikovny zptisob
ziskdni binomického rozdéleni (¢,p) pro p = %; sta¢i vygenerovat ¢t nadhodnych bitu
a spocitat jednicky.

Navrhnéte algoritmus, ktery generuje binomické rozdéleni (¢,p) pro libovolné p,
pricemz vyuzije jen podprogram pro specidlni piipad p = %, ktery bude zdrojem néhod-
nych dat. [Ndpovéda: Simulujte proces, ktery se nejprve podiva vzdy na nejvyznamnéjsi
bit z ¢t rovnomérnych veli¢in, potom u téch veli¢in, kde podle prvniho bitu nepozname,
jestli je hodnota < p, se podiva na druhy bit atd.]

28. [VM35] (R. P. Brent.) Navrhnéte metodu pro generovani nahodného bodu na
povrchu elipsoidu, definovaného rovnici 3 arxz =1, kde a1 > --- > a, > 0.

29. [M20] (J. L. Bentley a J. B. Saxe.) Najdéte jednoduchy zpisob vygenerovani
n ¢isel X1, ..., X,, kterd maji rovnomérné rozdéleni od 0 do 1, ale jsou sefazena:
X1 <+ < X,. Algoritmus by mél provadét jen O(n) krokd.

30. [M30] Vysvétlete, jak lze vygenerovat mnozinu ndhodnych boda (Xj,Y;) tako-
vych, ze pokud R je libovolny obdélnik o ploSe «, obsazeny v jednotkovém ¢tverci, pak
pocet bodii (X, Y;) lezicich v R méa Poissonovo rozdéleni se stfedni hodnotou ap.

31. [VM39] (Primé generovdni normdlnich velicin.)

a) Dokaite, Ze pokud je a4 - --+ai = 1 a pokud jsou X1, ..., Xj nezavislé normélni
veli¢iny se stfedni hodnotou 0 a rozptylem 1, pak i a1 X1 + - - + ax X je normalni
veli¢ina se stfedni hodnotou 0 a rozptylem 1.

b) V dusledku (a) miZzeme generovat nové normalni veli¢iny ze starsich, stejné jako
generujeme nové rovnomeérné veliciny ze starych hodnot. Mizeme napiiklad vyuzit
myslenku 3.2.2—(7), av8ak s rekurenci jako

Xn = (Xn—24 + anss)/ﬁ nebo X, = %Xn724 + %an557

po prvotnim vypocteni mnoziny normdalnich velicin Xo, ..., Xs4. Vysvétlete, proc¢
tento postup neni vhodny.

c) Ukazte ale, Ze ezistuje vhodny zpusob rychlého generovani normalnich veli¢in
z jinych normélnich veli¢in, pokud vylep$ime myslenky z (a) a (b). [Ndpovéda:
Jsou-li X a Y nezévislé normélni velidiny, jsou nezvislé normélni veli¢iny i X’ =
= Xcosf+YsinfaY =-—Xsinf+Y cosd, pro libovolny thel 6.]

32. [VM30] (C. S. Wallace.) Necht X a Y jsou nezavislé exponencidlni veli¢iny se
stfedni hodnotou 1. Ukazte, ze také X’ a Y', které ziskdme z X a Y nékterym z néasle-
dujicich zptsob1, jsou nezavislymi exponencidlnimi veli¢inami se stfedni hodnotou 1:

a) Je-li ddno 0 < X\ < 1, pak

X' =(1-NX-AY +(X4+V)[1-NX<AY], Y =X+4Y-X

s on  [@X,)Y - X), jeliX <V
b) (X5Y7) = {(QY,XfY), jeli X > V.
c) Je-li X = (...zex100.2—12—22—3...)2 2 Y = (... y2Y1Y0.Y—1Y—2Y—3 . .. )2 ve dvoj-
kovém vyjadieni, pak X' a Y’ maji ,pomichané“ hodnoty

Xl = ( L T2Y120.Y—-1T-2Y—-3 . .. )2, Y/ = ( L Y221Yo-—-1Y—2r -3 . . . )2.
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33. [20] Algoritmy P, M, F a R pfi generovani normalni veli¢iny spotiebovavaji ne-
znamy pocet rovnomérnych ndhodnych proménnych Uy, U, .. .. Jak je mizeme upravit,
aby byl vystup funkci jediné proménné U?

3.4.2. Nahodné vzorkovani a michani

Mnoho aplikaci pro zpracovani dat vyzaduje nestranny vybér n ndhodnych za-
znamu ze souboru obsahujictho N zaznamt. Problém vzniké naptiklad p¥i Fizeni
jakosti (kvality) ¢i v jinych statistickych vypoctech, kde potfebujeme vzorkovéni.
Obvykle je N velmi velké, takze nelze nacist vSechna data do paméti najednou;
Casto i jednotlivé zadznamy jsou velké, takze nemiZzeme do paméti dat ani n vy-
branych zaznamu. Hledame proto efektivni proceduru pro vybér n zdznamu, v niz
se budeme pribézné rozhodovat, jestli kazdy zdznam pfijmout nebo zamitnout,
pricemz prijaté zdznamy zapiSeme do vystupniho souboru.

Jako Teseni tohoto problému bylo navrzeno nékolik metod. Zfejma moznost
je vybrat kazdy zdznam s pravdépodobnosti n/N; to mtze byt nékdy rozumné,
ale ve vzorku tim dostaneme jen prumérné n zaznami. Standardni odchylka je
v/n(l —n/N) a vzorek mize byt nakonec pro potfeby dané aplikace pfilis velky,
nebo naopak pftili§ maly, nez aby z néj mohly vyplynout pozadované vysledky.

KyZenou metodu nastésti dostaneme po jednoduché tpraveé této ,zrejmé*
procedury: (¢t + 1)-ni zdznam sta¢i vybrat s pravdépodobnosti (n —m)/(N — t),
pokud jsme jiz vybrali m polozek. To je spravna pravdépodobnost, protoze mezi
vSemi moznymi zptsoby vybéru n prvka z N takovych, ze mezi prvnimi ¢ bude
m hodnot, vybird pravé

<N7t71> <N7t>_nfm (1)
n—m-—1 n—m/) N—t
z nich (¢ + 1)-ni prvek.

Myslenka predstavend v predchozim odstavci vede okamzité k nasledujicimu
algoritmu:

Algoritmus S (Technika vzorkovdni vybéru). Vybereme ndhodné n ziznami
z mnoziny N, kde 0 <n < N.

S1. [Inicializace.] Pfifadte t < 0, m < 0. (B&hem tohoto algoritmu reprezentuje
m pocet dosud vybranych zaznamu a ¢ je celkovy pocet vstupnich zaznam,
s nimiz jsme dosud pracovali.)

S2. [Generovéani U.] Vygenerujte ndhodné ¢éislo U s rovnomérnym rozdélenim od 0
do 1.

S3. [Testovani.] Je-li (N —¢)U > n — m, jdéte na krok S5.

S4. [Vybér.] Vyberte dalsi zdznam do vzorku a zvétSete m a t o 1. Je-li m < n,
jdéte na S2; jinak je vzorek hotovy a algoritmus konéi.

S5. [Pfeskoceni.] Preskoc¢te dalsi zdznam (nezahrnujte jej do vzorku), zvétsete ¢
o 1, a vratte se na krok S2. |
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Tento algoritmus se mutze zdat na prvni pohled nespolehlivy a dokonce
i nespravny, avSak peclivd analyza (viz niZe uvedend cvifeni) ndm jasné ukaze,
Ze je plné duvéryhodny. Neni tézké si ovérit, ze:
a) Vstupem je nejvyse N zdznamu (to znamend, Ze pred vybrdnim n polozek
se nikdy nedostaneme za konec souboru).

b) Vzorek je zcela nestranny. Zejména pravdépodobnost vybéru libovolného
konkrétniho prvku souboru, t¥eba posledniho, je vzdy n/N.

Tvrzeni (b) plati i pfesto, ze (¢t + 1)-ni polozku nevybirdme s pravdépo-
dobnosti n/N, nybrz s pravdépodobnosti podle (1)! I v literatufe to bylo zdro-
jem jistych nedorozuméni. Dokaze bystry ¢tendfr tento zdéanlivy rozpor vysvét-
lit?

(Pozndmka: PFi kazdém spusténi Algoritmu S je potieba vzit jiny zdroj
nahodnych ¢isel U, protoze jinak by vzorky ziskané v rtznych dnech byly na
sobé zavislé. K tomu staci pokazdé zvolit jinou poc¢ateéni hodnotu X pro linearni
kongruen¢ni metodu; mtizeme do ni zapsat tfeba aktualni datum, nebo posledni
ndhodné ¢islo X vygenerované pii poslednim béhu programu.)

Obvykle takto nemusime prochézet vSech N zaznami. Protoze, jak ¥ika tvr-
zeni (b), posledni zdznam vybereme s pravdépodobnosti n/N, ptesné v (1—n/N)
pripadi ukoncéime algoritmus jesté pred poslednim zdznamem. Pramérné pro
n = 2 projdeme zhruba %N zdznamu, pri¢emz obecné vzorce odvodime ve cvice-
nich 5 a 6.

Nejen Algoritmus S, ale i fadu dalsich technik vzorkovani rozebiraji ve svém
¢lanku C. T. Fan, Mervin E. Muller a Ivan Rezucha, J. Amer. Stat. Assoc. 57
(1962), 387-402. Metodu nezavisle na nich objevil také T. G. Jones, CACM 5
(1962), 343.

Problém ovsem nastava, pokud ¢islo IV nezname predem, protoze jeho presna
hodnota je pro ¢innost Algoritmu S podstatna. Dejme tomu, Ze chceme vybrat ze
souboru ndhodné n polozek, ale nevime presné, kolik zdznami v ném skutecné je.
Mohli bychom v jednom prichodu zdznamy spocitat a ve druhém je vybirat, ale
obvykle je vhodnéjsi udélat na prvni priichod vzorek m > n z ptivodnich polozek,
kde m je podstatné mensi nez N, takze ve druhém priichodu jiz zpracovavame
pouze m zaznamu. Podstatné samoziejmé je, udélat tento priuchod takovym
zpusobem, aby konecny vysledek byl opravdu ndhodnym vzorkem ptvodniho
souboru.

Protoze dopredu nevime, kdy vstupni soubor skonéi, musime sledovat na-
hodny vzorek dosud nac¢tenych vstupnich zaznamt a byt neustale pfipraveni na
konec. Béhem nacitani vstupu si vytvofime ,rezervoar, jenz obsahuje jen ty
zéznamy, které se jiz mezi predchozimi vzorky vyskytly. Prvnich n zadznamu jde
tedy do rezervoaru vzdy. Jakmile se na vstupu nachézi (¢ + 1)-ni zaznam, pro
t > n, mame jiz v paméti tabulku n indext ukazujicich na zaznamy, které jsme
vybrali z prvnich ¢. Problém je, udrzovat tuto situaci pfi postupném zvysSovani
t o jednicku; to znamend, ze musime vybrat novy ndhodny vzorek vidy z t + 1
aktualné pritomnych zédznami. Neni tézké nahlédnout, Ze novy zaznam musime
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do nového vzorku dat s pravdépodobnosti n/(t + 1), ktery v takovém piipadé
nahradi ndhodny prvek z predchoziho vzorku.
Celou operaci provadi tudiz nasledujici procedura:

Algoritmus R (Vzorkovdni rezervodru). Vybira ndhodné n zdznami ze souboru
o neznamé velikosti > n, kde n > 0. Pomocny soubor oznacovany jako ,rezer-
voar“ obsahuje vSechny zaznamy, které jsou kandidatem do vysledného vzorku.
Algoritmus pouziva tabulku rtznych indext I[j] pro 1 < j < n, z nichz kazdy
ukazuje na jeden ze zaznamu v rezervoaru.

R1. [Inicializace.] Nactéte prvnich n zdznami a zkopirujte je do rezervoaru.
Pfifadte I[j] < j pro 1 < j < n, a dale pfifadte ¢t « m < n. (Pokud ma
vzorkovany soubor méné nez n zaznami, je samoziejmé nutné algoritmus
zastavit a ozndmit chybu. Béhem algoritmu ukazuji indexy I[1], ..., I[n] na
zédznamy v aktualnim vzorku; m je velikost rezervoaru a t je pocet dosud
prectenych vstupnich zédznamd.)

R2. [Konec souboru?] Pokud jiz nelze nacist dalsi zadznam, jdéte na krok R6.

R3. [Generovani a testovani.| Zvétsete ¢ o 1 a potom vygenerujte ndhodné celé
¢islo M od 1 do t vCetné. Je-li M > n, jdéte na R5.

R4. [Pfidéni do rezervoaru.| Zkopirujte dalsi zdznam ze vstupniho souboru do
rezervoaru, zvétSete m o 1 a prifadte I[M] <« m. (Zaznam, na ktery diive
ukazoval I[M], je ve vzorku nahrazen novym zdznamem.) Vrafte se na R2.

R5. [Preskoceni.] Pfeskocte dalsi zdznam vstupniho souboru (neuklddejte jej do
rezervoaru) a vratte se na krok R2.

R6. [Druhy prichod.] Seradte tabulku polozek I tak, Ze bude I[1] < --- < I[n];
potom projdéte rezervoar a do vystupniho souboru zkopirujte zaznamy s té-
mito indexy, jez tvori vysledny vzorek. |

Algoritmus R navrhl Alan G. Waterman. Ctenéf si miize vypracovat piiklad
jeho ¢innosti, uvedeny ve cviceni 9.

Pokud jsou zaznamy dostatecné kratké, neni samoziejmé nutné viibec praco-
vat s rezervoarem; vSech n zaznamu aktualniho vzorku mizeme mit stale v paméti
a algoritmus se vyrazné zjednodusi (viz cviceni 10).

K Algoritmu R se nyni naskyta pfirozena otézka: ,Jaka je ofekavand veli-
kost rezervoaru?“ Ve cviceni 11 si ukazeme, ze pramérnd hodnota m je presné
n(l+ Hy — H,), coz je ptiblizné rovno n(1 + In(N/n)). Pro N/n = 1000 bude
tedy rezervoar obsahovat jen asi 1/125 polozek z pivodniho souboru.

Vsimnéte si, Ze pomoci Algoritm S a R je mozné ziskat vzorky pro néko-
lik nezavislych kategorii soucasné. Mame-li napiiklad rozsahly soubor se jmény
a adresami ob¢ant USA, miZeme snadno vytvorit ndhodné vzorky po 10 osobach
v kazdém z 50 statid, aniz bychom museli provadét 50 prichoda a aniz bychom
museli nejprve data sefadit podle statu.

Algoritmy S i R je mozné pro malé n/N vyznamné zlepsit, pokud se nebu-
deme zv1ast rozhodovat o preskocéeni kazdého zdznamu, ale namisto toho nejprve
vygenerujeme jednu ndhodnou proménnou, ktera pak bude udavat pocet soucasné
preskocéenych zaznami. (Viz cviceni 8.)



3.4.2 NAHODNE VZORKOVANI A MICHAN{ 145

Na problém vzorkovani mtzeme pohlizet jako na vypocet ndhodné kombinace
n prvki z N podle obvyklé definice (viz ¢ast 1.2.6). Nyni uvaZzujme problém
vypoctu ndhodné permutace t predmétl; hovorime o problému michdni, pro-
toze michani karet v balicku neni nic jiného, nez provedeni ndhodné permu-
tace.

Na zakladé téchto tivah nas jisté ihned napadne, Ze bychom mohli kazdého
hrace karet presvédcit, ze tradiéni postupy jsou naprosto neadekvatni. Témito
metodami naprosto nelze zarudit, Ze kazdou z t! permutaci dostaneme se zhruba
stejnou pravdépodobnosti. Zkuseni hraci bridge se prokazatelné takto rozhoduji,
jestli se maji pokusit pfebit zdvih. Pro dosazeni rozdéleni, které se lisi nejvyse
0 10 % od rovnomeérného, je potieba u balicku 52 karet nejméné sedm kol ,,michani
zasouvanim® (riffle shuffles, nékdy také styl farao, pozn. ptekl.), pficemz 14
nahodnych zasunuti jiz sta¢i zarucené [viz Aldous a Diaconis, AMM 93 (1986),
333-348].

Je-1i t malé, mizeme ndhodnou permutaci ziskat velmi rychle vygenerovanim
nahodného celého ¢isla od 1 do t!. Pro ¢t = 4 staci napriklad k vybéru ndhodné
permutace ze vSech moznosti zvolit ndhodné ¢islo od 1 do 24. Pro velké t jiz ale
s vyrokem o stejné pravdépodobnosti kazdé permutace musime byt opatrnéjsi,
protoZe t! je mnohem vétsi nez presnost jednotlivého ndhodného ¢isla.

Vhodnou proceduru pro michani ziskdme na zdkladé Algoritmu 3.3.2P, jenz
davéa jednoduchou korespondenci mezi kazdou z t! moznych permutaci a posloup-
nosti ¢isel (c1,¢2,...,¢-1), kde 0 < ¢; < j. Takovouto mnozinu ¢isel spocteme
nahodné docela snadno a podle zminéné korespondence jiz odvodime ndhodnou
permutaci.

Algoritmus P (Michdnt). Necht X1, X5, ..., X; je mnoZina t ¢isel k michéni.

P1. [Inicializace.] Ptitadte j « t.

P2. [Generovani U.] Vygenerujte ndhodné ¢islo U s rovnomérnym rozdélenim
od 0 do 1.

P3. [Vymeéna.] Prifadte k <« |jU] + 1. (Nyni je k¥ ndhodné ¢&islo od 1 do j. Ve
cvideni 3.4.1-3 jsme si vysvétlili, ze k nesmime poéitat ze zbytku modulo j.)
Vyménte X, < X;.

P4. [Zmenseni j.] Zmensete j o 1. Je-li j > 1, vratfte se na krok P2. |

Tento algoritmus publikovali jako prvni R. A. Fisher a F. Yates [Statistical
Tables (London, 1938), pfiklad 12] v bézném jazyce, a poté R. Durstenfeld
[CACM 7 (1964), 420] v pocitacovém jazyce. Pokud bychom namisto michani
zadané posloupnosti (Xi,...,X;) chtéli vygenerovat jen nédhodnou permutaci
¢isel {1,...,t}, miZeme vynechat operaci vymény X < X, nechat j probihat
od 1 do ¢ a prifadit X; <« X, X}, < j; viz D. E. Knuth, The Stanford GraphBase
(New York: ACM Press, 1994), 104.

R. Salfi [COMPSTAT 1974 (Videni: 1974), 28—-35] poukézal, ze Algoritmus P
nemiuze vygenerovat vice nez m ruznych permutaci, jestlize rovnomérné rozdélené
proménné U ziskdme z linedrni kongruentni posloupnosti s modulem m, nebo
jestlize skuteéné pouzijeme rekurenci U, 11 = f(U,), ve které mtize U,, nabyvat
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jen m moznych hodnot, protoze vyslednou permutaci v takovych pripadech plné
ur¢uje hodnota prvniho vygenerovaného U. Jestlize tedy napiiklad m = 232,
nékteré permutace 13 prvkil se nikdy nevyskytnou, protoze 13! ~ 1,45 x 232,
Ve vétsiné aplikaci sice fakticky nepoZadujeme vygenerovat vSech 13! permu-
taci, presto je ale znepokojivé védét, Zze vyrazené permutace jsou urceny po-
mérné jednoduchym matematickym pravidlem, jako je struktura svazu (viz éast
3.3.4).

U posunutého Fibonacciho generatoru s dostatecné dlouhou periodou jako
3.2.2—(7) tento problém nenastéva. Ani s takovymito metodami nebudou mit ale
vSechny permutace rovnomeérné rozdéleni, pokud nedokadzeme zadat nejméné ¢!
riznych pocatecnich hodnot pro inicializaci generatoru. Jinymi slovy, nemtzeme
ziskat lgt! skuteéné ndhodnych bitl, pokud nezaddme lgt! skuteéné ndhodnych
bit na vstupu. V ¢asti 3.5 si ukdzeme, ze ovSem nemusime propadat beznadéji.

Algoritmus P mutzeme snadno upravit tak, ze dava ndhodnou permutaci
z ndhodné kombinace (viz cvifeni 15). Vyklad ndhodngch kombinatorickych ob-
jektt jiného typu (naptiklad rozkladt) viz ¢ast 7.2 a viz publikace Combinatorial
Algorithms, Nijenhuis a Wilf (New York: Academic Press, 1975).

CVICENI
1. [M12] Vysvétlete vztah (1).

2. [20] Dokazte, Ze se Algoritmus S nikdy nepokousi ze vstupniho souboru nacist
vice nez N zaznamu.

3. [22] Algoritmus S vybira (¢ 4+ 1)-ni polozku s pravdépodobnosti (n —m)/(N —t),
nikoli n/N, pfesto se v textu tvrdi, Ze je vzorek nestranny, takze kazdd polozka by
méla byt vybrana se stejnou pravdépodobnosti. Jak mohou byt obé tvrzeni pravdiva
zaroven?

4. [M23] Necht p(m,t) je pravdépodobnost, Ze v technice vzorkovani vybereme mezi
prvnimi ¢ polozkami pravé m. Ukazte pfimo z Algoritmu S, Ze

o= (1) (/) wmozizn

5. [M24] Jak4 je primérna hodnota ¢ pfi ukonceni Algoritmu S? (Jinymi slovy, kolik
z n zdznamu v praméru projdeme, nez vytvorime cely vzorek?)

6. [M24] Jaki je standardni odchylka hodnoty vypoétené ve cviceni 57

7. [M25] Dokazte, ze libovolny dany vybér n zdznamt z mnoziny N dostaneme
v Algoritmu S s pravdépodobnosti 1/ (1:) Vzorek je tudiz zcela nestranny.

8. [M89] (J.S. Vitter.) Algoritmus S po¢itd na kazdy zpracovavany vstupni zdznam
jednu rovnomérnou veli¢inu. Ukolem tohoto cvideni je zvazit efektivné postup, kdy
potfebny pocet X vstupnich zdznami, které je potieba preskocCit pred prvnim vybérem,
vypocteme rychleji.

a) S jakou pravdépodobnosti pfi daném k bude X > k7

b) Ukazte, ze diky vysledku ¢asti (a) mizeme vypocéitat X jen pfi vygenerovani jediné
rovnomérné veli¢iny U a poté pomoci O(X) dalsich vypocta.

c) Ukazte, ze muzeme také pfifadit X «— min(Yn,Yn-1,...,YN-—n+1), kde Y jsou
nezavislé a kazdé Y; je ndhodné celé ¢islo v intervalu 0 < Y; < ¢.
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d) Ukazte, ze pro maximalni urychleni algoritmu je mozné X vypodcitat také pramérné
v O(1) krocich, a to pomoci metody ohraniceni jako ve vztahu 3.4.1-(18).

9. [12] Necht n = 3. Jestlize Algoritmus R aplikujeme na soubor s 20 zdznamy
oc¢islovanymi od 1 do 20 a jestlize jako ndhodné ¢isla postupné v kroku R3 vygenerujeme

4,1,6,7,5,3,5,11,11,3,7,9,3,11,4, 5,4,

které zaznamy se zapisi do rezervoaru? A které budou v koneéném vzorku?

10. [15] Upravte Algoritmus R tak, Ze se obejde bez rezervoiru, za predpokladu, Ze
se n zaznamu aktudlniho vzorku vejde do paméti.

11. [M25] Necht p,, je pravdépodobnost, Ze se do rezervoaru pii prvnim prichodu Al-
goritmu R dostane pravé m prvki. Uréete generujici funkci G(2) = >, pmz™ anajdéte
stfedni hodnotu a standardni odchylku. (VyuZijte myslenky éasti 1.2.10.)

12. [M26] Podstatou Algoritmu P je, Ze libovolnou permutaci 7 je mozné jedno-
zna¢né zapsat jako souéin transpozici ve tvaru m = (a¢t) ... (a33)(a22), kde 1 < a; <
< joprot > j > 1. Dokaite, Ze existuje také jednoznaCné reprezentace tvaru m =
= (b22)(b33)...(bst), kde 1 < b; < j pro 1 < j < ¢, a navrhnéte algoritmus, ktery
vypocte ¢isla b z ¢&isel a v O(t) krocich.

13. [M23] (S. W. Golomb.) Jednim z nejbé&znéjsich zpusobu michani balicku karet
je rozdélit balicek do dvou zhruba stejnych ¢asti, ,projet® je palci a tim je jakoby
yzasunout“ do sebe. (Podle vykladu hracské etikety v Hoyleovych pravidlech se ,toto
zasunuti ma provést asi tfikrat, aby byly karty ditkladné promichany “.) Uvazujme nyni

bali¢ek 2n—1 karet X1, X2, ..., Xon—1; pfi ,,dokonalém michani® oznaceném s se rozdéli
tento bali¢ek na X1, Xo, ..., X, a Xp41, ..., Xon—1, a poté se dokonale stiidavé prolozi,
takze dostaneme X1, Xn11, X2, Xnt2, ..., Xon_1, Xn. Pi sejmuti neboli ,Fznuti“ ¢/ se
pak zméni X1, Xo, ..., Xon—1 na X411, ..., Xon—1, X1, ..., X;. Ukazte, Ze pii spojeni

dokonalého michéni zasunutim a dokonalého sejmuti je moznych nejvyse (2n—1)(2n—2)
ruznych usporadani balicku, je-li n > 1.

14. [22] Permutace sejmuti a zasunuti zméni bali¢ek karet aoai ...an—1 na posloup-
nost, kterad obsahuje vybrané posloupnosti

Gz A(z4+1) modn -+ A(y—1) mod n a Gy G(y+1)modn - -+ A(x—1) mod n

které jsou néjakym zptisobem prolozené, pro néjaké x a y. Permutace 3890145267
vznikla tudiz sejmutim a zasunutim z permutace 0123456789, prox =3 a y = 8.

a) Zadindme se sadou 52 hracich karet usporddanych ve standardnim poradi

2345678910JQKA2345678910JQKA2345678910JQKA2345678910JQKA
LEEEEEEE T L TR X REVECEECREVEVEVEVECECECAVEVAVAVAVAVAVAVEVEVAVAVAVE R E R T X X X X N N I N}

Mr. J. H. Quick (student) provedl ndhodné sejmuti a zasunuti; potom odebral
nejlevéjsi kartu a vlozil ji na ndhodné misto, ¢imz dostal posloupnost

910K JQAKA2Q32345674895106J7Q8K910JQAK2 3A423456

56787910J 8
AROREOIIOOOCAAAMAASAASACACAORASOOCAORRORDDORRDOOOROOO R
Kterou kartu odebral z nejlevéjsi pozice?

b) Quick opét zacal s balickem v ptivodnim poradi; nejprve ale provedl 7% operace
sejmuti a zasunuti, a teprve potom presunul nejlevéjsi kartu na nové misto:

JIQ46KA23K4756QAT5A87T6KK9A789108108 25 Q
(VR

3456 9 10
LAVAVECR Rl W EAVE ¥ X T EVE JVE X RVE Rel AVEVE R RV RVECE ¥ X AVE X _Rvavie

29
LR

Kterou kartu presouval tentokrat?
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» 15. [30] (Ole-Johan Dahl.) Je-li na zadatku Algoritmu P X, = k pro1l < k < ¢
a jestlize algoritmus ukonc¢ime, jakmile 7 dosdhne hodnoty t —n, je posloupnost X¢—n+1,
..., Xt ndhodné permutace ndhodné kombinace n prvka. Ukazte, jak simulovat efekt
této procedury jen s pomoci O(n) pamétovych bunék.

» 16. [M25] Navrhnéte zptisob, jak vypoéitat ndhodny vzorek n zdznami z N, pro dané
N an, a to na zdkladé principu haSovani (viz ¢ast 6.4). Metoda by méla vyuzivat O(n)
pamétovych pozic a primérné O(n) jednotek ¢asu, a méla by vracet vzorek v podobé
sefazené (uspofddané) mnoziny celych ¢isel 1 < X7 < Xo < -+ < X, < N.

17. [M22] (R.W. Floyd.) Dokazte, ze nasledujici algoritmus generuje ndhodny vzorek
S o n celych éislech z mnoziny {1, ..., N}: Pfiftadte S « 0; potom pro j « N —n + 1,
N —-n+2,..., N (v tomto pofadi) pfifadte k «— [jU| +1 a

S SU{k}, jelik¢s;
SU{j}, jelikes.

» 18. [M52] Lidé se nékdy pokouseji zamichat n polozek (X1, Xa,...,X,) postupnymi

vyménami
X1 o Xiy, Xo = Xiy, oo, Xn = Xy,
kde indexy k; jsou nezavislé a s rovhomérnym rozdélenim od 1 do n.
UvaZujte orientovany graf s vrcholy {1,2,...,n} a s hranami, které vedou z j do

k; pro 1 < j < n. Popiste orientované grafy tohoto typu, pro které, zacneme-li s prvky
(X1, X2,...,X,) =(1,2,...,n), dostaneme popsanymi vyménami p¥islusné permutace
(a) (n,1,...,2); (b) (1,2,...,m); (c) (2,...,n,1). Na zavér zhodnotte, jestli jsme tyto
tfi permutace ziskali s p¥ili§ rozdilnymi pravdépodobnostmi.

Tak jako z kousku prize rozumime celému klubku,
spokojime se a ujistime i s timto vzorkem.

— Miguel de Cervantes, Dumysiny ryti¥ Don Quijote de la Mancha (1605)





