3 Pocitani s Cisly

Ucel vypoctii je vhled, nikoliv ¢isla.
R. Hamming

Tato kapitola obsahuje naméty na piiklady, které maji velmi jednoduché
vstupné-vystupni chovani: vesmés pouze nactou ¢isla a na vystup opét daji
¢isla. Pocitani s ¢isly pro vétsinu lidi neni tak atraktivni jako tfeba grafika,
logické tlohy nebo hry. Nicméné piiklady s &isly jsou vhodné jako tivodni
cviceni, protoZe k nim sta¢i velmi malo znalosti o syntaxi konkrétniho jazyka.
Vétsinou vystacime s celociselnymi proménnymi, cykly, funkcemi a pfipadné
jednorozmérnymi poli.

Vétsina uvedenych zadani navic ilustruje zajimavé vlastnosti ¢isel ¢i al-
goritmt, pfipadné se k tlohdm véaZou zajimavé souvislosti, jako napiiklad
historické zajimavosti nebo nevyfeSené oteviené problémy. Pokud o téchto
souvislostech vime, i jednoduché pocitani s ¢isly dostava na zajimavosti.

3.1 Hratky s Cisly

Napad: 1

Kédovani: 1

Styl ulohy: Jednoduché cviceni na zikladni procviceni price s celoCiselnymi
proménnymi a s cykly.

Program nacte pfirozené ¢islo n a vypiSe vysledek vypoctu nad timto ¢islem.
Néaméty na vypocty:

. soucet prvnich n prlrozenych Cisel,

faktorial ¢isla n, tj. soucin prvnich n &isel,

celou ¢ast odmocniny z &isla n, tj. nejvétsi celé x takové, Ze 2 <n,
ciferny soucet ¢isla n,

pocet jednicek obsazenych v &isle n,

¢islo n zapsané pozpatku,

informace o tom, zda n je platné rodné ¢islo.

NO U N
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Doplnujici komentar

Toto cviceni slouzi pfedevsim k procviceni cyklt. Z tréninkovych divoda je
uzite¢né vyfesit stejny tikol nékolika rtiznymi zpthisoby. V feSenich na konci
knihy je napfiklad uvedeno 5 moznosti, jak zapsat feSeni prvniho tikolu. U pfi-
kladti1 4.-7. spoc¢iva zakladni princip v prochézeni jednotlivych cifer ¢isla. Toho
snadno dosahneme tak, Ze ¢islo postupné délime 10 a zkoumé&me zbytek po
déleni 10 (operace modulo).

3.2 Posloupnosti

Napad: 1-3

Kédovani: 1-2

Styl ulohy:  Procvicent price s celociselnymi proménnymi, s cykly a pripadné
poli.

Odhalte princip nésledujicich posloupnosti a poté napiste pro kazdou z nich
program, ktery dostane na vstup ¢islo n a na vystup vypiSe prvnich n ¢lenti
dané posloupnosti.

1. 1,2,3,4,5,6,...
1,3,5,7,9,11, ...
1,5,9,13,17,21, 25,29, ...
1,2,4,7,11,16, ...
1,2,4,8,16,32, ...
1,2,6,24,120,...
1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,...
2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43,47,53, 59, . ..
1,2,4,7,9,12,18, 24, 32, 38, 42, 50, 56, 64,71, 73,75, 81, . ..
1,11,21,1211, 111221, 312211, 13112221, 1113213211, ...
1,2,2,3,3,4,4,4,5,5,5,6,6,6,6,7,7,7,7,8,8,8,8,9,9,9,9,9,10, ...
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Dopliujici komentar

Principy posloupnosti jsou nasledujici:

1. pfirozena ¢isla,

2. licha ¢isla, tj. aritmetickd posloupnost s krokem 2,

3. aritmetickd posloupnost s krokem 4,

4. aritmeticka posloupnost 2. stupné —rozdily mezi ¢leny tvoii aritmetickou
posloupnost s krokem 1, tj. pfirozena ¢&isla,
mocniny dvojky, tj. geometrickd posloupnost s krokem 2,

o1
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faktorialy,
useky pfirozenych ¢isel postupneé se prodluzujici délky,
prvocisla,
dalsi ¢len vznikne tak, Ze k aktudlnimu ¢lenu p¥i¢teme pocet jeho déliteld,
popis predchoziho ¢lenu, dalsi ¢len dostaneme tak, Ze predchozi ¢len
,pre¢teme nahlas”: ,jedna jednicka”, ,dvé jednicky”, ,jedna dvojka,
jedna jednicka”,

11. Golombova sebe-popisujici posloupnost, neklesajici fada kladnych ¢isel,

jejiz n-ty ¢len fady udava, kolikrat se opakuje ¢islo n.
Prvnich 6 posloupnosti 1ze vyfesit jednoduse pomoci jednoho for cyklu

a nékolika celo¢iselnych proménnych, dalsi 3 posloupnosti vyzaduji vnofené
cykly nebo pouziti pomocné funkce. Z uvedenych posloupnosti jsou nejné-
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posloupnosti, programétorsky jsou vcelku piimocaré. V pfipadé posloupnosti
s popisem pfedchoziho ¢lenu mtze byt vyhodnéj$i pracovat s ¢leny jako fe-
tézci spiSe nez jako s celymi ¢isly. Golombova sebe-popisujici fada vyZzaduje
pouZziti jednorozmérného pole.

Mnoho dal$ich zajimavych ndmétti na zadani 1ze najit v internetové en-
cyklopedii celo¢iselnych posloupnosti (The On-Line Encyclopedia of Integer
Sequences, oeis.org). V této encyklopedii je uvedena také fada dopliujicich
komentéfii a zajimavosti.

Zajimavym rozsifenim této tlohy je automatické dopliiovani fad — imple-
mentace ,,umélé inteligence”, kterd odhali princip posloupnosti a automaticky
ji doplni. Toto je realné jen pro relativné jednoduché posloupnosti,jako je prv-
nich 5 uvedenych posloupnosti. I tak tato varianta pfedstavuje tikol obtiZnosti
4-5.

3.3 Collatzliv problém

Napad: 1

Kédovani: 1

Styl ulohy:  Programitorsky jednoduché cvicent, které ilustruje velmi zajimavy
problém z teorie Cisel.

Pfedmétem tohoto cviceni je matematicky problém, ktery je zndm pod mnoha
rliznymi nazvy — kromé nazvu Collatziiv problém se mtiZete setkat téZ s ozna-
¢enim 3n+1 problém, Ulamtv problém, Syrakusky problém a spoustou dalsich
jmen. Problém se tyka nasledujiciho postupu: , vezmi pfirozené ¢islo, pokud
je sudé, vydél jej dvéma, pokud je liché, vyndsob jej tfemi a pficti jednicku;
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tento postup opakuj, dokud nedostanes ¢islo jedna”. Program tedy vypada
nésledovné:

def collatz (n):

while n != 1:
print n
ifn%$2==20

n=mn/2
else:

n = 3*n + 1

[ustrujme postup na piikladu. Pokud za¢neme v &isle 7, dostaneme nésle-
dujici posloupnost: 7,22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1. Ackoliv
je definice postupu jednoduchd, vysledné chovéni je velmi zajimavé. JizZ na
ptikladu zacinajicim v &isle 7 je vidét, Ze chovani vypada docela , chaoticky”.
A kdyZ za¢neme ¢islem 27, potfebujeme dokonce 111 krokti, neZ se dostaneme
na ¢islo 1 a jako jeden z mezivysledk(i dostaneme ¢islo 9232. Priibéh téchto
dvou posloupnosti je graficky zndzornén na obrazku 3.1.

KdyZz mame takto definovany postup, nabizi se nasledujici otazka. Plati, Ze
at’za¢neme v libovolném pfirozeném ¢isle, skonéi posloupnost v jednicce? Tato
otazka ¢ini uvedenou posloupnost znamou, protoze nikdo totiZ zatim nezna
sjistotou odpoveéd'. Collatzova (nebo téz Ulamova) hypotéza k4, Ze odpoveéd’
na uvedenou otazku je ,ano”. Experimentdlné bylo ovéfeno, ze i pro velmi
vysoka ¢isla se vypocet nakonec dostane do jednicky, takZe vétSina lidi véti,
Ze hypotéza plati. Nicméné matematicky dikaz zatim nemame a problém je
stale otevfeny.

V ramci naseho cviceni se nebudeme poustét do feSeni obtiznych matema-
tickych problémii, ale vyuzijeme téma k nékolika jednoduchym programator-
skym cvi¢enim:

1. Pro zadané &islo vypocitejte posloupnost vygenerovanych ¢isel a tuto
posloupnost zobrazte graficky (podobné jako na obrazku 3.1 A).

2. Pro ¢isla od 1 do n vypocitejte, kolik krokti potfebujeme, neZ se do-
staneme do jednic¢ky. Hodnoty vykreslete grafem — pro malé n vypada
vysledny graf vcelku ndhodné, pro velké n se vSak objevi zajimava struk-

tura (viz obrazek 3.1 B).

3. Podobné jako predchozi bod, nezobrazujte vSak pocet kroki, ale maxi-
malni hodnotu, na kterou v priibéhu vypocétu narazime (napt. pro zacatek
v Cisle 7 je touto maximéalni hodnotou 52).

4. Pro které ¢islo od 1 do 100 000 potiebujeme nejvice krokii, neZ dospéjeme
do jednicky? Jaké je maximalni ¢islo, které se v pfislusné posloupnosti
objevi?
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A) konkrétni posloupnosti

zacinajici ¢islem 7 zacinajici ¢islem 27
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5. Rekordman je takové ¢islo x, pro které je pocet potfebnych krokt
nez pro jakékoliv y < z. Posloupnost rekordmanti za¢ina 1, 2, 3, 6,
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Obrazek 3.1: Collatz(v problém — grafy

vetsi
7,9,

18, 25, 27, 54. Najdéte vSechny rekordmany do 100 000.

6. Vyzkousejte jiné funkce podobného typu a prozkoumejte jejich chovani.
Co se napiiklad stane, kdyZ vyraz 3n + 1 nahradime za 3n — 1? Pak uz
uvedend hypotéza neplati — kdyZ za¢neme ve vhodném ¢isle, vypocet se
zacykli a nikdy se nedostane do jednicky. Najdéte takové ¢islo.

Dopliujici komentar

Pokud bychom se chtéli problémem zabyvat pro vysoka ¢isla, bylo by smys-
luplné snazit se program optimalizovat napfiklad pomoci ukladani mezivy-
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sledk. Pro hodnoty uvedené v zadani (do 100 000) vSak bohaté staci pfimocaré
feSeni bez jakychkoliv optimalizaci — prosté piepiSeme funkci pro pocitani
posloupnosti a pak ji opakované volame. Pro grafické zobrazeni vysledki
muZeme vyuzit knihovnu pro zobrazeni graf, jeZ je dostupna ve vétsiné pro-
gramovacich jazykt. Klidné ale miizeme pouZit i béZny tabulkovy procesor,
do kterého zkopirujeme vysledky naseho programu.

3.4 Nahodna prochazka

Napad: 1-2
Kédovani: 1-3
Styl ulohy:  Jednoduchi cvicent s vyuZitim generdtoru nihodnych Cisel.

Néahodné prochazka je postup spocivajici v mnoha opakovanych nahodnych
krocich. Jde o jednoduchy matematicky princip, ktery vS8ak dobfe modeluje
mnoho realnych jevi a je intenzivné studovan v oblastech, jako je fyzika, fi-
nance nebo biologie. Pro ti¢el tvodniho programétorského cviceni se zaméfime
pouze na jednoduché variace na toto téma:

1., Opilcova prochazka” probiha na jednorozmérném planu velikosti n. Na
levém konci planu je domov, na pravém hospoda. Opilec se na zac¢atku nachazi
na poli &islo k. V kazdém kole se opilec s pravdépodobnosti p pohne smérem
k hospodé a s pravdépodobnosti 1 — p smérem domfi. Prochdzka konc¢i, kdyz
opilec dorazi do hospody nebo domi.

2. ,,Nahodna prochazka ve 2D” probih4 na mfizce velikosti n X n, za¢indme
uprostied, v kazdém kroku se pohneme se stejnou pravdépodobnosti na jednu
ze 4 sousednich bunék. Prochdzka kon¢i, kdyZ narazime na kraj m¥izky.

3. Zjednodusené ,,Clovéée, nezlob se” se hraje na hracim planu velikosti
n a pouze s 1 figurkou. Figurka se posunuje podle hodt kostkou, tj. podle
nahodné generovanych ¢isel od 1 do 6. KdyZ padne ¢islo 6, hdzime znova a ¢isla
s¢itame. Figurka se posunuje o celkovy soucet. Hra kon¢i, jakmile dorazime
na posledni pole, pficemZ se musime trefit pfesné na posledni pole. Pokud se
netrefime, figurka stoji.

Zakladni dkol pro vSechny varianty spoc¢ivd v napsani programu, ktery
pro zadané parametry odsimuluje priibéh prochdzky a textoveé ¢i graficky jej
znézorni. Rozsifujici tkol spociva v opakovaném spusténi simulace a vypoctu
pramérnych charakteristik simulace: Jaka je pro dané n, k, p pravdépodobnost,
Ze opilec dorazi do hospody? Jaké je primérna délka 2D prochazky na miizce
n x n? Jak zavisi u zjednoduseného ,Clovéee, nezlob se” délka hry na velikosti
planu?
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Doplnujici komentar

Jde o vyuZziti zdkladnich programatorskych konstrukci, takZe tlohy nebudeme
rozebirat. Jen poznamenejme, Ze minimalné pro nékteré varianty 1ze uvedené
pramérné charakteristiky vypocitat i matematicky, tj. bez provadéni simulaci.
Ctenaf s matematickymi ambicemi se tedy mtize pokusit odvodit p¥islusny
vysledek a pak jej pomoci programu ovéfit. Pfipadné je mozné se zabyvat
nejen pramérnymi hodnotami, ale i dalsimi parametry piislusnych pravdépo-
dobnostnich distribuci, napifiklad medidanem nebo rozptylem.

3.5 Délitelnost a prvocisla

Napad: 2-3

Kédovani: 1-3

Styl ulohy:  Jednoduchi cviceni fesitelnd riiznymi algoritmickymi p¥istupy, na
kteryich Ize ilustrovat rozdily v efektivité algoritmii.

Zakladni zadani spocivaji v tom, Ze program nacte piirozena cisla a vypise
informace souvisejici s délitelnosti ¢i prvociselnosti:

1. Vypis vSech délitelti ¢isla n.

Test prvociselnosti ¢isla n.

Vypis prvnich n prvocisel.

Vypis nejvétsiho spolecného délitele ¢isel n a m.

Hledani , prvociselnych dvojcat”: program nacte ¢islo n a najde nejmensi
p > n takové, Ze p a p + 2 jsou obé prvodisla.

Pokrocilejsi ztvarnéni tématu dostaneme za vyuZiti bitmapové (p¥ipadné
textové) grafiky, kdy zakreslujeme distribuci prvocisel graficky pomoci tak-
zvané Ulamovy spirdly. Ta vznikne tak, Ze si napiSeme vSechna ¢isla ,,do
Sneka” a potom vybereme pouze prvocisla. Na obrazku 3.2. mdme takto zna-
zornéno prvnich 40 tisic pfirozenych &isel, prvocisla jsou cerné. Podobnym
zpusobem mtliZeme znazornit tfeba cisla délitelnd zadanym cislem n.
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Doplnujici komentar

Prvocislajsou velmi zajimavy matematicky objekt, protoze nejsou nijak striktné
pravidelna, ale pfitom vykazuji fadu dil¢ich pravidelnosti. Tuto vlastnost pr-
vocisel ndzorné ilustruje Ulamova spirdla, kterou objevil Stanislav Ulam v Se-
desatych letech, kdyZ si ¢maral po papife béhem nudné prednasky. Vysledny
obrazek nemd zadny zjevny fad, nicméné jsou na ném vidét vyrazné ,di-
agondly”. S prvocisly se také vaze mnoho tézkych a casto i nevyfesenych
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Obrazek 3.2: Ulamova spirdla: ilustrace principu a spirala velikosti 200 x 200

matematickych problémt. Jeden takovy zndmy problém souvisi s prvocisel-
nymi dvojc¢aty zminénymi v zadani: Existuje nekonecné mnoho prvociselnych
dvojcat?

Vypis vsech délitelti 1ze realizovat pfimocafe pomoci jednoho for cyklu.
Test prvociselnosti mtZzeme udélat pfimocare spocitdnim déliteld. Program
muzeme mirné optimalizovat, napfiklad tak, Ze zkousime délit pouze dvojkou
alichymi ¢isly, a to jen do odmocniny z n. Jsou pochopitelné mozné i vyraznéjsi
optimalizace — testovani prvocisel je dtlezity prakticky problém naptiklad
v moderni kryptografii. Pokrocilejsi optimalizace ale jdou vysoce nad ramec
tvodnich programaétorskych cviceni.

Vypis prvocisel miZeme udélat dvéma zakladnimi zptisoby, z tréninko-
vych divodii je vhodné implementovat oba dva. Prvni metoda je prost4 hruba
sila. Prochazime postupné pfirozena ¢isla a pro kazdé z nich zjistime pomoci
vyse popsaného testu, zda je prvocislem. Druhd metoda se nazyva Eratosthe-
novo sito a je ilustrovdna na obrazku 3.3. NapiSeme si ¢isla od 2 do n, v kazdém
kroku vZdy vybereme nejmensi neoznacené ¢islo a oznac¢ime vSechny nasobky
tohoto ¢isla. Vsimnéte si, Ze v uvedeném obréazku jsou jiz po 4 krocich vypoctu
v8echna neoznacena &isla prvocisla.

Také hledani nejvétsiho spole¢ného délitele miizeme délat vice zptisoby.
Zakladni feSeni je opét hruba sila: prochdzime sestupné ¢isla od n do 1 a zkou-
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$ime jimi délit n i m, dokud nenajdeme spole¢ného délitele. Lepsi feSeni
je Euclidtiv algoritmus, ktery je zaloZen na pozorovani, ze NSD(n,m) =
NSD(m,n mod m), kde mod znaci zbytek po déleni. Tento vztah mutzeme
snadno prevést na algoritmus vypoctu, napiiklad pro ¢isla 504 a 180 pro-
bihd vypocet nasledovné: NSD(504,180) = NSD(180,144) = NSD(144,36) =
NSD(36,36) = NSD(36,0) = 36. Alternativni zapis stejného vypoctu ukazuje
tabulka 3.1.

Euclidav algoritmus je vyrazné efektivnéj$i neZ naivni algoritmus, coz jde
snadno experimentélné ovérit. P¥iklad slouZi jako dobré ilustrace rozdilti mezi
vypocetni naro¢nosti riiznych algoritmi.

1. krok 23 DX 5 DX 7 DX o D118 13 153 17 € 192q
2126 23 24 25 2§ 27 24 29 >4 31 3¢ 33 3¢ 35 3§ 37 3¢ 39 x{
4128 43 2445 %€ 47 2§ 49 5451 B¢ 53 5455 B¢ 57 B¢ 59 Bq

2 Kkrok 2 3 X5 X7 11 3413 17 2§ 19
25 29 3q 31 37

23 35
4124 43 47 %€ 49 53 %4 55 59 pq
skok 2.8 X5 X7 11 13 173§ 19

41

4. krok 2

41

Obrazek 3.3: Eratosthenovo sito: prvni 4 kroky vypoctu

Tabulka 3.1: Euclidav algoritmus: pFiklad

krok n m
1| 504 | 180
2180 | 144
31144 | 36
5| 36| 36
6| 36 0






