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Predmluva

V kvétnu roku 2000 ozndmil Claytiv matematicky dstav
(Clay Mathematics Institute, CMI) na vefejném zasedani
v Parizi za zna¢ného zijmu médii, Ze vypisuje sedm cen
po jednom milionu americkych dolarti za vyfeseni kazdého
z otevienych matematickych problémii, které mezinarodni
komise matematikii oznacila za sedm nejduilezitéjsich a nej-
tézsich problému soucasnosti. Zprava vyvolala znacny roz-
ruch a béhem nékolika nasledujicich tydnt zdjem tisku
neopadaval. Jako matematik a autor knih a ¢lank pro laic-
kou vefejnost, ktery se navic pravidelné objevuje v rozhlase,
jsem dostal od riiznych novinafti a rozhlasovych produ-
centtl nescetné mnozstvi zidosti o komentar nebo o néjaké
informace k této zdlezitosti. Kromé toho za mnou pfislo
nékolik nakladatelti s nabidkou, abych o celé véci napsal
knizku. Byl mezi nimi také Bill Frucht z nakladatelstvi Basic
Books. S Billem jsem se velice spratelil (a diky svym nakla-
datelskym schopnostem se pro mne stal téméf hrdinou)
jiz béhem nasi spolecné priace na mé predchozi popularni
knizce The Math Gene (Matematicky gen). Moznost dalsi spo-
luprace s nim jsem si tudiZ nenechal ujit a ihned jsem se
pustil do netrividlniho priizkumu, jenz prace na knize vyza-
dovala.

O néco pozdéji mne prezident Clayova Gstavu Arthur
Jaffe pozadal, abych spolu s dalsim popularizitorem ma-
tematiky Ianem Stewartem napsal obecny tvod k ,Sedmi
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problémutim tisicileti“ pro oficidlni publikaci, kterou pfi-
pravoval Claytv tstav spolu s Americkou matematickou
spole¢nosti. Kdyz jsem se ujistil, Ze tyto dvé knizky nebudou
v prili$ velkém konfliktu, souhlasil jsem. Oficidlni publikace
CMI je primdrné zaméfena na peclivy, pfesny a podrobny po-
pis sedmi problémd, pfi¢emz kazdy z nich popsal néktery
ze svétovych odborniki na dané téma. Vzhledem k tomu, Ze
v sazce byly miliony dolarti, nesl CMI také pravni odpoveéd-
nost za dostate¢né presnou formulaci kazdého problému,
aby recenzenti mohli posoudit, zda nabidnuté feseni spliuje
stanovena kritéria. (Jde totiz o problémy na hony vzdalené
déleni mnohoclenti nebo feseni kvadratickych rovnic av né-
kterych pfipadech je zapotiebiznacného tsili uz jen k tomu,
abychom viibec porozuméli jednotlivym vyraziim, vystupu-
jicim v jejich formulaci.) Ian a ja jsme byli pozadani, aby-
chom kratkym tvodnim popisem jednotlivych problémi
ucinili knihu o néco pristupnéjsi pro matematiky a uzi-
te¢néjsi pro novinafe a pro laiky, ktefi budou chtit ziskat
informace o problémech z ,oficidlniho pramene*.

Knizka, kterou drzite v ruce, je docela jinid. Neslo mi
o podrobny popis jednotlivych problémi. Vétsinu z nich
neni mozné popsat laickym jazykem, dokonce ani jazykem
srozumitelnym osobam s univerzitnim vzdélanim matema-
tického charakteru. (Uz to by vim mélo o jejich povaze
leccos naznacit.) Misto toho jsem se snazil nastinit pozadi
kazdého z problémii, popsat, jak a pro¢ vznikly, vysvétlit,
¢im jsou tak obtizné, a pfimét ctendfe, aby pochopil, pro¢
je matematici povazuji za dtilezité.

Oficidlni publikace CMI vlastné zac¢ina tam, kde ma
kniha kon¢i. Kazdy, kdo by rad zkusil néktery z Clayovych
problému vyfesit, by si mél nejprve precist jeho podrobny
popis v knize CMI. (Kdo nepochopi vyklad v knize, nema
$anci problém vyresit. Soutéz o ceny tisicileti je néco jako
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Stanleytv pohdr: neni to zélezitost pro amatéry.) Tuto knihu
jsem nepsal pro ty, ktefi se budou chtit s nékterym z pro-
blémii utkat. Psal jsem ji pro ¢tendfe, matematiky i nemate-
matiky, které zajima soucasny stav poznatkt nejstarsi lidské
védy a radi by védéli, kam se posunula hranice naseho ma-
tematického poznani po tfech tisiciletich intelektudlniho
vyvoje.

Veskera teoreticka vybava, kterou potiebujete ke cteni
této knihy, je rozumna znalost stiedoskolské matematiky.
Sama o sobé vam ale stacit nebude. Budete navic potfebovat
priméfeny zajem o véc. Tento druhy nezbytny predpoklad je
dulezitéjsi nez ten predchozi. Od samého zacatku mi bylo
jasné, ze at se budu snazit jakkoli, nebude mozné, aby se
kniha ¢etla snadno. Problémy tisicileti predstavuji nejtézsi
a nejdtilezitéjsi dosud nezodpovézené matematické otazky,
které po mnoho let odolavaly nejlepsim mozktim svéta pfi
mnohych pokusech o feseni. Uz jenom dosiahnout toho,
aby laik pochopil, o¢ vlastné jde, vyzaduje znacné asili. Jsem
nicméné nazoru, Ze toto usili stoji za to. Nejsou snad véechny
vrcholné tspéchy lidstva zajimavé?

Diky pfizni osudu mate jesté jednu moznost,jak se o pro-
blémech tisicileti néco dozvédét. V ramci usili, které CMI
vynalozil na propagaci soutéze, jsem spolu s Arthurem Jaf-
fem a televiznim producentem Davidem Sternem pracoval
na dvacetiminutovém televiznim filmu, jenz pfinasi Gvodni
popis problémii - stejny jako ten, ktery jsme spolu s lanem
pripravili pro publikaci CMI. Tento film muzZete zhlédnout
na domovskych strankdch CMI na adrese www.claymath.org
(kde také najdete technicky popis jednotlivych problému
napsany pfislusnymi odborniky).

Prispévek do publikace CMI i price na videu mi pfi
psani této knihy pochopitelné pomohly. Rad bych podé-
koval Arthurovi Jaffemu a Davidovi Ellwoodovi z CMI za
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mnoho uzite¢nych rozhovort. Spoluprice s lanem Stewar-
tem na uvodnich pasazich publikace CMI méla také sviij
vliv. Veskera zodpovédnost za knihu, kterou mate pred se-
bou, je ale v konecném tétovani samozfejmé jen a jen na
mné, a vsechny vycitky za rtizné chyby a vselijakd opomi-
nuti posilejte na moji adresu.

Dovolte mi téZ vyjadrit podékovani Billu Fruchtovi, jenz
mi pfedevsim pomohl dat tento projekt dohromady a po-
tom se se mnou musel potykat a bojovat, aby vyslednd kniha
byla co moZnd nejpfistupnéjsi a nejzajimavéjsi navzdory
nevyzpytatelné povaze vétsiny materidlu, s nimz jsme pra-
covali. Dékuji také svym agenttim, Diané Finchové z New
Yorku a Billu Hamptonovi z Londyna, za neustalé pfesvéd-
covani vsech svétovych nakladatelti o tom, Ze tam venku
skutecné ziji lidé, které fascinuje ¢innost onoho (vétsinou)
tichého a skromného spolecenstvi, ke kterému mdm cest
nélezet, spolecenstvi hledacti té jediné stoprocentni jistoty
a vécné pravdy, kterou mame: matematiky.

Keith Devlin

Palo Alto, Kalifornie
bfezen 2002
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Kapitola 0

Kostky jsou vrzeny

Zvédavost patii k lidské povaze. Tradicni naboZenstvi jiz
bohuzel neposkytuji odpoveds, které by uspokojily nasi toubu
po jistoté a pravdeé. Prdveé tato potieba je hnacim motorem
matematiky, pravé ona dokdze primét lidi, aby matematice
zasvetili svij Zivot. To, co Zene matematika kupredu, je touha
po pravdé. Je to také odpoved na krdsu a eleganci matematiky.
Landon Clay,

patron a mecenas Clayovych problémi tisicileti

Dne 24. kvétna roku 2000 oznamili v prednaskové sini
univerzity College de France v Pafizi dva pfedni svétovi
matematikové, sir Michael Atiyah z Velké Britanie a John
Tate z USA, Ze bude vyplacen jeden milion americkych
dolartt osobé nebo osobam, kterd nebo které jako prvni
vytesi kterykoli ze sedmi nejtézsich otevienych matematic-
kych problémii. Tyto problémy, jak fekli, budou od nynéjska
nazyvany ,problémy tisicileti.

Sedm miliont dolart, tedy jeden milion za kazdy pro-
blém, poskytl zimozny americky majitel investi¢nich fondi
a obdivovatel matematiky, pan Landon Clay. Rok pfed-
tim zalozil ve svém domovském mésté Cambridge ve staté
Massachusetts Claytiv matematicky dstav (CMI), nezisko-
vou organizaci zaméfenou na propagaci a podporu mate-
matického vyzkumu. CMI zorganizoval parizské zasedani
a vzal si na starost organizaci soutéze o ceny tisicileti.
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Sedm problému vybirala po nékolik mésicti mald sku-
pina mezindrodné uznavanych matematik, zvolenych vé-
deckou radou CMI pod vedenim zaklddajiciho feditele CMI,
doktora Arthura Jaffeho. Jaffe byl dfive prezidentem Ame-
rické matematické spolecnosti a dnes zastava misto profe-
sora matematiky na Harvardové univerzité, které sponzo-
ruje Clay. Komise se shodla na tom, Ze vybrané problémy
predstavuji nejzavaznéjsi dosud nezodpovézené matema-
tické otazky. Vétsina matematiki s tim bude souhlasit. Tyto
problémy jsou stiedem pozornosti hlavnich matematickych
disciplin a zatim dspésné odolavaji jakymkoli pokustim
o zdolani nejlepsimi svétovymi matematiky.

Jednim z expert(i, ktefi seznam problém sestavovali,
byl sir Andrew Wiles, ktery pred Sesti lety dokazal velkou
Fermatovu vétu. To, Ze se tuto vétu podafilo dokazat, byl
nepochybné jediny divod, pro¢ se tento 330 let stary rébus
na seznam nedostal. Kromé Jaffeho byli dalsimi odborniky
Michael Atiyah a John Tate, ktefi méli v Pafizi jiz zminénou
prednasku, ddle Alain Connes z Francie a Edward Witten ze
Spojenych statd.

Landon Clay, jakkoli je to zvlastni, neni matematikem -
na Harvardu vystudoval angli¢tinu. Pfesto na své alma ma-
ter financuje misto profesora matematiky, sponzoruje Cla-
ytv matematicky Gstav (jehoz kapital v souc¢asné dobé ¢ini
90 milionti dolart1), a nyni tedy navic jesté také problémy
tisicileti. Tyto své aktivity vysvétluje z¢asti jako reakei na to,
ze se tak dulezitému oboru, jakym je matematika, dostava
tak chabé finan¢ni podpory ze strany vefejnosti. Nabidkou
vysoké penézni ¢astky a pozvanim svétového tisku na setka-
ni, na kterém byla soutéz vyhlasena, zajistil Clay pozornost
mezinarodnich médii nejen problémutim tisicileti, ale mate-
matice samotné. Ale pro¢ s tim cestoval az do Parize?

Odpovéd najdeme v historii. Pfesné pred sto lety, v roce
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1900, se v Parizi u prilezitosti druhého svétového kongresu
matematikii konala podobna akce. Dne 8. srpna 1900 pro-
nesl némecky matematik David Hilbert, tehdy viid¢i osob-
nost svétové matematiky, hlavni zvanou pfednasku, béhem
niz nastinil osnovu matematiky dvacitého stoleti. Do své
prednasky zaradil seznam dvaceti tfi problémi, které pova-
zoval za nejdulezitéjsi dosud nevyfesené otdzky matematiky.
Tyto ,Hilbertovy problémy*, jak se jim pozdéji zacalo fikat,
pak jako majaky ukazovaly matematikiim cestu kupfedu.

Nékolik problémii se ukdzalo byt mnohem jednodussich,
nezse Hilbert domnival,a ty byly brzy vyteseny. Nékteré dalsi
byly formulovany prili§ nepfesné, takze na né neexistuje
jednozna¢nd odpovéd. Vétsinou se z nich ale vyklubaly ne-
smirné obtiZzné matematické otazky. Kdokoli vytesil néktery
z ,pravych® Hilbertovych problémt, ziskal si tim okamzité
mezi matematiky slavu, svym vyznamem zcela srovnatelnou
s proslulosti nositeltt Nobelovy ceny - ovSem s tou vyho-
dou, ze nemusel (vSichni fesitelé byli muzi) ¢ekat mnoho
let, neZ bude jeho tspéch patfi¢né ohodnocen. Pocty se do-
stavily thned, jakmile matematickd komunita pfijala feSeni
za spravné.

V roce 2000 jiz byly vyfeSeny vsechny Hilbertovy pro-
blémy az na jeden, a pro matematiky zase jednou nastal
¢as bilancovani. Které z nevyfesenych otdzek by mohly mit
koncem druhého milénia cenu zlata, které z nich by byli
vSichni shodné ochotni nazvat Mount Everestem svétové
matematiky?

Pafizské setkani bylo ¢iste¢né pokusem o zopakovini
historie, ale ne tak docela. Jak poznamenal Wiles, vyhla-
Senim soutéze sledoval CMI trochu jiné cile nez Hilbert.
yHilbert chtél svymi problémy vést matematiky kupredu,“
fekl Wiles. ,My se prosté jen snazime zaznamenat dtilezité
a dosud nevyfeSené otazky. V matematice existuji zdsadni
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problémy, které jsou sice vyznamné, avsak které by bylo ne-
smirné obtizné vystihnout jedinou otdzkou.“ Jinymi slovy,
problémy tisicileti nAm moznd neposkytnou tplné jasnou
predstavu o tom, kterym smérem se matematika ubira. Jsou
vsak skvélym ukazatelem toho, kde se pravé dnes nachazeji
jeji hranice.

Problémy

Takze co ty problémy tisicileti vlastné jsou? Stav soucasné
matematiky je takovy, Ze neni mozné ani jediny z nich ro-
zumné popsat bez patricné priipravy. Proto také pravé nyni
c¢tete knihu a ne jen néjaky ¢lanek. V tomto okamziku vim
nicméné mohu alespon sdélit ndzvy problémt a pomoci
vytvofit zakladni pfedstavu, o¢ se v nich jedna.

Riemannova hypotéza. Toto je jediny dosud nevyfeseny
problém z Hilbertova seznamu z roku 1900. Matematikové
na celém svété se shoduji v tom, Ze tato obskurné vyhli-
zejici otazka o pripadnych fesenich jisté rovnice je viibec
nejvyznamneéj$im nevyreSenym problémem soucasné mate-
matiky.

Otazku polozil némecky matematik Bernhard Riemann
v roce 1859 jako soucdst pokusu o odpovéd na jeden
z nejstarSich matematickych hlavolami: jaka je struktura
prvocisel v rdmci prirozenych ¢isel (pokud tedy viibec né-
jaka takova struktura existuje)? Kolem roku 350 pfed nasim
letopoc¢tem dokazal slavny fecky matematik Eukleides, Ze
posloupnost prvocisel roste nade vSechny meze, a tedy jich
je nekonecné mnoho. Navic je z pozorovani zfejmé, Ze se
jejich hustota postupné snizuje (prochdzime-li vyssi pfi-
rozend Cisla, prvocisel ubyvd). Ale dd se o nich fici néco
vice? Odpovéd, jak uvidime v kapitole 1, je kladna. Du-
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kaz Riemannovy hypotézy by ptispél k nasemu porozuméni
prvocisliim a zpusobu jejich rozlozeni. To by znamenalo
mnohem vice nezZ jen uspokojeni zvédavosti matematikii:
kromé vsemoznych aplikaci v matematice, sahajicich daleko
za ramec struktury prvocisel, by vysledek nalezl uplatnéni
také ve fyzice a v modernich komunikaénich technologiich.

Yangova-Millsova teorie a hypotéza hmotnostnich rozdili. Hyb-
nd sila novych postupti v matematice casto vychazi z pfi-
rodnich véd, zejména z fyziky. Diky fyzikalnim otazkim
kupftikladu vynalezli v sedmnactém stoleti Isaac Newton
a Gottfried Leibniz zaklady matematické analyzy (kalkulu).
Kalkulus zptisobil v pfirodnich védach revoluci, nebot pfi-
nesl védctim matematicky pfesny zptisob, jak popsat ply-
nuly pohyb. Ale prestoze Newtonovy a Leibnizovy metody
v podstaté fungovaly, trvalo dalsich 250 let, nez se poda-
filo spravné zformalizovat matematické zaklady kalkulu.
Podobnd situace nastava dnes i u nékterych fyzikalnich teo-
rif, vyvinutych béhem poslednich asi padesati let. Druhy
z problému tisicileti je vyzvou matematikiim, aby zase jed-
nou po case srovnali krok s fyzikou.

Yangovy-Millsovy rovnice pochazeji z kvantové fyziky.
Pred téméf padesati lety je zformulovali fyzikové Chen-Ning
Yang a Robert Mills za Gicelem popisu vsech prirodnich sil
kromé gravitace. Rovnice funguji skvéle. Prognézy z nich od-
vozené popisuji ¢astice, které byly pozorovany vlaboratotrich
celého svéta. Avsak zatimco Yangova-Millsova metoda fun-
guje dobfe z praktického hlediska, jako matematickd teorie
nebyla dosud zcela dopracovana. Druhy problém tisicileti
pozaduje vybudovani této chybéjici teorie, a to vyhradné
s pouzitim matematickych axiomt. Matematika by méla
potvrdit fadu okolnosti, které byly vypozorovany v labora-
tofich. Zejména bude nutno matematicky popsat takzvanou
,hypotézu hmotnostnich rozdila“, ktera se tyka predpokla-
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danych feseni Yangovych-Millsovych rovnic. Tato domnén-
ka, které vétsina fyzikti véri, by vysvétlila, pro¢ maji elektrony
hmotnost. Diitkaz hypotézy hmotnostnich rozdila by pak
byl povazovan za podstatny krok ve vyvoji matematickych
podkladti pro Yangovu-Millsovu teorii. Pomohl by rovnéz
fyziktim, ktefi také neuméji vysvétlit, pro¢ maji elektrony
hmotnost - pouze to vypozorovali.

Problém P versus NP. Toto je jediny z problémil tisicilet,
ktery se tykd pocitacti. To mozna leckoho prekvapi. ,Konec-
konct,“ dalo by se namitnout, ,nedéla se dnes stejné vétsina
matematiky na pocitacich?“ Ne, nedéld. Vétsinu numeric-
kych vypoctti sice skutecné provadéji stroje, jenze numerické
vypocty piedstavuji jen malou a ne pravé typickou ¢ast ma-
tematiky.

Ackoli se elektronicky pocita¢ vylihl z matematiky (po-
sledni potfebné prvky matematické teorie vznikly ve tfi-
catych letech 20. stoleti, tedy nékolik let pfed vznikem
prvniho poditace), svét vypoctil piisel doposud pouze se
dvéma matematickymi problémy, které by zaslouzily zara-
dit mezi ty opravdu diilezité. Oba se tykaji vypocti jakozto
koncepéniho procesu, nikoli néjakych specifickych vypocet-
nich strojl, to jim ovSem neupird dulezité dusledky i pro
opravdové praktické pocitani. Jeden z nich zaradil Hilbert
do svého seznamu pod ¢islem 10. V tomto problému $lo
o ditkaz, Ze jisté rovnice nelze vyfesit strojem. Problém byl
zodpovézen v roce 1970.

Druhy z obou problémi je pozdéjsiho data. Tyka se
otazky, s jakou efektivitou mohou pocitace fesit problémy.
Pocitacovi védci déli vypocetni tlohy do dvou hlavnich ka-
tegorii: na ulohy typu P (polynomilni), jez mohou byt
Uspésné vyfeSeny strojem, a na tlohy typu E (exponencialni),
jejich vyfeSeni pocitacem by vyzadovalo miliony let stro-
jového casu. Bohuzel vétsina dulezitych vypocetnich tloh
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vznikajicich v pramyslu av obchodu spadd do kategorie NP,
ktera, jak se zda, lezi nékde mezi kategoriemi P a E. Ale je
tomu opravdu tak? Neni ndhodou NP jen pfevlecena P? Vét-
$ina odbornik véfi, Ze NP a P nejsou totozné (tedy ze se
vypocetni tlohy typu NP neshoduji s ilohami typu P), avsak
ani po tficetiletém tsili to neni nikdo schopen rozhodnout.
Kladna odpovéd by nasla vyznamné aplikace v primys-
lu, obchodé a elektronickych komunikacnich prostredcich
vcetné svétové sité www.

Navierovy-Stokesovy rovnice. Navierovy-Stokesovy rovnice
popisuji pohyb kapalin a plynti (napf. vody kolem lodniho
trupu nebo vzduchu kolem kfidla letadla). Patfi do katego-
rie parcidlnich diferencidlnich rovnic. Studenti pfirodnich
véd a technickych oborti na univerzitach se bézné udi fesit
parcidlni diferencidlni rovnice a Navierovy-Stokesovy rov-
nice vypadaji, jako by byly vystfizeny ze sbirky prikladt
vucebnici analyzy. Jenomze zdani klame. Dosud nikdo nema
ponéti, jak najit jejich feseni, dokonce ani zda néjaké feseni
viibec existuje.

Tento nedostatek nezabranil lodnim ¢i leteckym inze-
nyrtim, aby konstruovali mohutné lodé nebo aby stavéli
stale dokonalejsi letadla. Pfestoze neexistuje obecna for-
mulka pro feSeni rovnic, kterd by fungovala stejné spolehlivé
jako napriklad vzorec pro feseni kvadratické rovnice, vyuzi-
vaji inzenyfi pracujici na navrzich vysoce vykonnych lodi
a letadel s Gspéchem pocitacti k nalezeni alespon pribliz-
nych feseni. Stejné jako Yangtiv-Millstiv problém predstavuji
Navierovy-Stokesovy rovnice dalsi situaci, kdy matematika
musi dohanét to, co odbornici v jinych oborech, v tomto
pripadé ve strojirenstvi, jiz provadéji davno.

Zminka o ,,dohanéni jinych obori“ by mohla vyvolat do-
jem, Ze nékteré problémy nemaji vyznam pro nic jiného nez
pro ego matematikd, ktefi prosté nechtéji ziistat pozadu. Ta-
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kova predstava by ovsem znamenala hluboké neporozuméni
zpusobu, jakym se vyviji védecké poznani. Vzhledem k ab-
straktni povaze matematiky znamend matematicky popis
néjakého jevu jeho obecné nejhlubsi a zaroven nejspolehli-
vej$i pochopeni. A ¢im hloubéji né¢emu rozumime, tim 1épe
to muzeme vyuzit. Stejné jako by diikaz hypotézy hmot-
nostnich rozdilt predstavoval zasadni posun ve fyzice, také
feseni Navierovych-Stokesovych rovnic by skoro zarucené
vedlo k pokroku v lodnim a leteckém strojirenstvi.

Poincarého domnénka. Tento problém, ktery poprvé for-
muloval téméf pred sto lety francouzsky matematik Henri
Poincaré, vychazi ze zdanlivé snadné otazky: jak rozeznat ja-
blko od pneumatiky? Uznavam, Ze takto formulovana tato
otazka nezni jako problém, ktery by stil za milion dolart.
Poincaré vsak pozadoval presnou matematickou odpovéd, jez
by se dala vyuzit v obecnéjsich situacich, a to pravé cini
tuto otazku tak tézkou. Tim je vyloucena fada snadno se
nabizejicich feseni (jako napiiklad do obojiho kousnout).
Sam Poincaré svou otazku zodpovédél takto: jestlize na-
tahneme gumicku okolo jablka, pak ji mtizeme pomalym
pohybem stahnout do jediného bodu, aniz bychom ji trhali
nebo ji dovolili opustit povrch jablka. Na druhé strané, na-
tahneme-li néjakym vhodnym zptisobem stejnou gumicku
na pneumatiku, pak neexistuje Zadny zptisob, jak ji stdhnout
do bodu, aniz bychom roztrhli jedno nebo druhé. Jenomze,
kupodivu, zeptame-li se, zda je mozné pouzit analogickou
uvahu se smr$tujici se gumickou na ¢tyfrozmérnd jablka
a ¢tyfrozmérné pneumatiky (a o to vlastné Poincarému ve
skute¢nosti $lo), tu nahle nikdo neni schopen poskytnout
odpovéd. Poincarého domnénka fikd, ze gumickovou me-
todou je mozné identifikovat ¢tyfrozmérna jablka.

Tento problém lezi v samotném srdci topologie, jedné
z nejazasnéjsich oblasti souc¢asné matematiky. Vedle svého
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neodmyslitelného a obcas bizarniho kouzla - topologie
kupftikladu buduje hluboké stézejni teorie, z nichz vyplyva,
ze mezi pneumatikou a $dlkem kavy neni zadny zasadni roz-
dil - ma aplikace v mnoha odvétvich matematiky. Dtsledky
pokroku v topologii se navic projevuji napriklad v designu,
ve vyrobé kiemikovych ¢ipti a dalsich elektronickych zafi-
zeni, v dopravé, ve vyzkumu lidského mozku ¢i dokonce ve
filmovém pramyslu.

Birchova a Swinnerton-Dyerova domnénka. Tento problém,
podobné jako Riemannova hypotéza, nds zavadi zpét do
héjemstvi obecné matematiky. Od dob starovékého Recka
zapasi matematici s problémem popsat vSechna celo¢iselna
feSeni rovnic typu

X% +y* =22
Tuto specialni rovnici beze zbytku vyfesil Eukleides - pres-
néji fe¢eno nasel vzorec, ktery dava véechna jeji feseni. V roce
1994 dokazal Andrew Wiles, Ze pro Zadnou mocninu vyssi
nez 2 nema rovnice

xn+ynzzn

zadna nenulova celociselna feseni. (Tento vysledek vesel ve
znamost jako velkd Fermatova véta.) Avsak pro slozitéjsi
rovnice muize byt velice obtizné urcit, zda maji feSeni nebo
ne, a pokud ano, pak ktera to jsou. Birchova a Swinnerton-
-Dyerova domnénka vypovidd o moznych fesenich rovnic
v nékterych téchto komplikovanéjsich pripadech.

Stejné jako v pfipadé Riemannovy hypotézy, coZ je pfi-
buzna otdzka, by feSeni prispélo k nasim celkovym védomos-
tem o prvocislech. Neni jasné, zda by také naslo aplikace
srovnatelného vyznamu za hranicemi matematiky. Neni
zcela vylouceno, ze dtikaz Birchovy a Swinnerton-Dyerovy
domnénky by mél vyznam pouze pro matematiky.

19




Na druhé strané by ale bylo posetilé oznacit tento nebo
jiny matematicky problém za bezvyznamny pro prakticky
zivot. Je tfeba pfiznat, Ze matematikové, ktefi pracuji na
abstraktnich problémech, jsou mnohdy motivovani spise
vlastni zvédavosti nez praktickymi disledky. Pfipomindm
ale znovu a znovu, zZe vSechny vyznamné objevy v ¢isté ma-
tematice vzdy nasly dulezité aplikace v praxi.

Navic metody, které matematici vyvinou k feSeni jistého
problému, se ¢asto ukazuji vhodné k feeni jinych otazek. To
byl bezpochyby pripad, jakym Andrew Wiles dokdzal velkou
Fermatovu vétu. Obdobné by ditkaz Birchovy a Swinnerton-
-Dyerovy domnénky skoro zarucené pfinesl nové myslenky,
které by pozdéji nalezly uplatnéni i jinde.

Hodgeova domnénka. Tato otazka je dalsim z ,chybéjicich
clanka“ soucasné topologie. Obecné pojednavd o tom, jak
slozité matematické objekty lze zkonstruovat pomoci jed-
noduchych. Ve srovnani s ostatnimi problémy tisicileti bude
mit laicky ¢tenaf s porozuménim Hodgeové domnénce asi
nejvétsi potize. Anine tak proto, ze by myslenky lezici v jejim
pozadi byly nesrozumitelnéjsi nebo Ze by se obecné mélo za
to, Ze by méla byt tézsi nez zbyvajicich Sest problému. Bude
tomu tak spise z toho dtivodu, Ze jde o velice komplikovanou
otazku tykajici se technik, které matematika vyuziva ke kla-
sifikaci ur¢itych druht abstrakenich objektti. Tato otazka
vznika hluboko uvnitf svého oboru na vysoké trovni abs-
trakce, a jediny zptisob, jak k ni proniknout, je projit vSemi
vrstvami této narustajici abstrakce. Proto také uvadim tento
problém jako posledni.

Cesta k domnénce zacina v prvni poloviné dvacatého sto-
leti, kdy se v matematice objevily vysoce i¢inné metody pro
vysSetfovani tvart slozitych objektt. Zakladni myslenkou
byla otdzka, do jaké miry mtzeme aproximovat tvar daného
predmétu slepovanim jednoduchych geometrickych staveb-
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nich bloki. To vedlo ke vzniku mocnych teoretickych na-
stroji, s jejichz pomoci bylo mozno sestavit katalog mnoha
rtiznych druhti objektt. Bohuzel zobecnovani zaslo za ra-
mec geometrickych prament této procedury a bylo nutno
pridat prvky, které nemély naprosto zadny geometricky vy-
znam. Hodgeova domnénka pravi, Ze nicméné pro jednu
dalezitou tfidu objektii (zvanych projektivni algebraické
variety) jsou jisté soucasti, zvané Hodgeovy cykly, kombi-
nacemi prvka geometrickych (zvanych algebraické cykly).

Tak tedy zni problémy milénia - nejdtlezitéjsi a nejnaroc-
néjsi otazky matematiky, na néz na prelomu tretiho tisicileti
neni zndma odpovéd. Pokud jste si o nich z mého popisu
udélali viibec néjakou predstavu, pak nejspis takovou, Ze je
nesmirné tézké jim porozumeét a ze jsou dostupné pouze
znalctim.

Proc¢ je tak tézké problémim porozumét

Predstavte si na okamzik, Ze by Landon Clay vypsal ceny
nikoli pro matematiku, ale pro néjakou jinou védu, feknéme
pro fyziku, chemii nebo biologii. K vyloZeni sedmi nejdu-
lezitéjsich problémt v nékteré z téchto disciplin by zcela
nepochybné nebylo zapotiebi celé knihy. Nejspis by stacil
tii- nebo ctyfstrankovy clanek v casopise Scientific Ameri-
can. Vskutku, pfi kazdoroénim udileni Nobelovy ceny ¢asto
zvladnou noviny a casopisy sdélit ¢tenafi podstatu vitéz-
ného védeckého vysledku v nékolika odstavcich.

S matematikou nic podobného obecné provadét nelze.
Matematika je jina. Cim to viak je, Ze se tak odlisuje?

Odpoved lze ¢astec¢né vycist z pozorovani, které jako
prvni (jak se alesponn domnivam) ucinil americky matematik
Ronald Graham, jenz stal po vétsinu své kariéry v cele ma-
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tematického vyzkumu v Bellovych laboratofich, spadajicich
tehdy pod spole¢nost AT&T. Podle Grahama je matematik
jedinym druhem védce, ktery mtiZze opravnéné prohlasit:
,Lehnu si na gau¢, zaviu oc¢i a pracuji.”

Matematika je skoro vyhradné cerebrilni - vykonana
prdce se neodehrava v kancelari nebo v tovarné, ale v hlave.
Samoziejmé, tato hlava je pfipojena k télu, které se zrovna
muize nachdzet v kanceldfi - nebo na gauci - vlastni mate-
matické postupy ale probihaji v hlavé bez jakéhokoli primého
spojent s fyzickym svétem. Tim nechci fici, Ze by védci z jinych
oborti nepracovali hlavou. Ale ve fyzice, chemii nebo biologii
je predmétem védcova zajmu obvykle néjaky jev z redlného
fyzického svéta. I kdyz ani ja ani vy nemuizZeme vstoupit
do védcovy mysli a zjistit, o cem premysli, preci jen Zijeme
ve stejném svété. Tento fakt nds zasadnim zptsobem spo-
juje a dava nam zakladni platformu, jejimz prostfednictvim
nam muze védec své Gvahy vysvétlit. Dokonce i v pfipadech,
kdy se kupfikladu fyzikové snazi porozumét kvarkim nebo
kdy biologové zipoli s DNA, dokdZe o téchto objektech
bez problému premyslet 1 védecky netrénovand mysl, ackoli
s nimi nepfichazi denné do styku. Typickd umeélecka ztvar-
néni kvarkt coby shlukt barevnych kule¢nikovych kouli
nebo DNA jako tocitych schodi$t mohou sice v hlubsim
smyslu byt ,,nespravna“ (a také ve skute¢nosti jsou), ale jako
ilustrace, které nam umoznuji vyvolat v duchu obraz védy,
funguji vyborné.

Matematika zadné takové nipomocné propojeni s reali-
tou nemd. I v pfipadech, kdy lze na¢rtnout néjaky obrazek,
bude nejspis ilustrace sice ndzorna, ale také zavadéjici, takze
privykladu je pak tfeba nedostatky obrazku nahradit vhod-
nym komentafem. Jak ma ale ¢tendf nematematik takovému
komentafi porozumét, kdyz se pouzita slova nebudou vzta-
hovat k ni¢emu, co by znal z kazdodenni zkusenosti?
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Dokonce i pro oddaného pfiznivce matematiky se tento
kol bude stavat tézsim a téz$im, jak bude mira abstrakce
nartstat a pfedmeéty diskuse budou stile vzdalenéjsi od
realného svéta. Vskutku, u nékterych soudobych problému
(a sem patfi napfiklad pravé Hodgeova domnénka) jsme
nejspiSe dosahli situace, ve které se nezasvécena osoba uz
nemd moznost zapojit. Nejde o to, Ze lidska mysl potiebuje
¢as, aby se szila s pojmy na nové drovni abstrakce. Tak
tomu bylo vzdy. Jde spiSe o to, Ze mozna hloubka a rychlost
ristu abstrakce dosahly takové tirovné, Ze uz muize stacit jen
odbornik.

Pred dvéma a pul tisici lety dokazal mlady Pythagortiv
zak, ze druhd odmocnina z &isla 2 neni racionalnim &islem,
takze ji neni mozné vyjadrit pomoci zlomku. To znamena,
ze soubor disel, tehdy povazovany za ten pravy (tedy cela
¢isla a zlomky), nestaci ke zméreni délky prepony pravo-
thlého trojuhelnika, jehoz obé odvésny méfi shodné jednu
délkovou jednotku (z Pythagorovy véty vime, Ze délka této
pfepony je pravé V2 délkovych jednotek). Objev znamenal
pro pythagorejce takovy sok, ze se jejich matematicky vy-
zkum v podstaté zastavil. Casem nalezli matematici zptisob,
jak z toho ven: pozménili sviij pristup k véci a zavedli ¢isla,
kterd dnes nazyvame Cisly realnymi. Rekové povaZovali za
zakladni systém soubor ¢isel vychazejicich z pocitani (tedy
»prirozena ¢isla®) a pro tcely méfeni vzdalenosti jej rozsi-
fili na bohatsi mnozinu (,racionalnich c¢isel“). Museli tedy
uznat podil dvou pfirozenych ¢isel rovnéz za ¢islo. Po zjisté-
ni, ze racionalni ¢isla na méfeni vzdalenosti nestaci, opustili
pozdéjsi matematikové tuto koncepci a prohlasili, Ze ¢isla
jsou prosté body na pfimce! To byla zasadni zména a trvalo
dalsi dva tisice let, nez se podarilo vypracovat vSechny sou-
visejici podrobnosti. Teprve koncem devatendctého stoleti
byla dokoncena pfesnd teorie redlnych ¢isel. Jesté i dnes,
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navzdory jednoduché predstavé o redlnych ¢islech jakozto
o bodech na pfimce, je jejich formalni (a vysoce abstraktni)
definice postrachem pro vysokoskolské studenty.

Obdobny zipas se vedl kvili ¢islim mensim nez nula.
Dnes si predstavujeme zdporna cisla jednoduse jako body
lezici nalevo od nuly, jejich zavedeni ale matematici odola-
vali az do poloviny devatenactého stoleti. Podobny problém
predstavuje pro mnoho lidi myslenka, Ze by se méli smifit
s komplexnimi ¢isly - tedy témi, kterd obsahuji odmocninu
ze zaporné hodnoty jako napiiklad i = V-1 - prestoze je
k dispozici jednoduchy intuitivni obraz komplexnich ¢isel
jakozto bodi v roviné.

V dnesni dobé pracuje s redlnymi, komplexnimi a zapor-
nymi ¢isly bez problémii dokonce i mnoho nematematikd.
A to presto, Ze tato ¢isla predstavuji vysoce abstraktni kon-
cepty a s pocitanim (tedy s procesem, diky kterému pied
néjakymi deseti tisici lety ¢isla vznikla) maji jen velmi malo
spole¢ného, a navzdory tomu, Ze se v nasem kazdoden-
nim zivoté s zadnymi konkrétnimi priklady iracionalnich
redlnych cisel nebo s ¢islem obsahujicim odmocninu z -1
nesetkdvame.

V geometrii zptisobil v osmndctém stoleti odborniktim
i nematematikiim podobné obrovské koncepcni potize ob-
jevexistence jinych geometrii nez té, kterou popsal Eukleides
ve své slavné knize Ziklady. Myslenka ,neeukleidovskych
geometrii“ se dockala obecného prijeti az v devatendctém
stoleti. Ke smiru doslo bez ohledu na to, Ze nas kazdodenni
svét je vyhradné eukleidovsky.

S kazdym novym koncepénim skokem si museli i mate-
matikové zvykat na nové myslenky a pfijmout je za soucast
celkového obecného ramce, na jehoz zakladech délaji svou
praci. Jesté nedavno byla rychlost pokroku v matematice ta-
kova, ze zaujaty pozorovatel stacil zazit jednu zménu drive,
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nez prisla dalsi. To se drasticky zménilo. Abychom poro-
zuméli Riemannové hypotéze (tedy prvnimu problému na
seznamu), musime bezpe¢né ovladat nejen komplexni cisla
(ajejich aritmetiku) a pokrocilou matematickou analyzu, ale
musime navic jesté pochopit, jak secist nekone¢né mnoho
(komplexnich) cisel a jak mezi sebou nekone¢né mnoho
(komplexnich) ¢isel vynasobit.

Takové znalosti jsou dnes jiz téméi vyhradné vysadou
téch, kdo vystudovali matematiku na univerzité. Jen oni
mohou vnimat Riemannovu hypotézu jako jednoduché tvr-
zenli, asi tak jako prameérny ¢lovék chiape Pythagorovu vétu.
V této knize si dime za tikol nejen vysvétlit, co Riemannova
hypotéza rika, ale také vylozit potfebny pfipravny materidl.
Obvykle jej neni mozné priblizit pomoci jevi, které viddme
v kazdodennim zivoté, tedy zptisobem, jakym postupuji
fyzikové. Naptiklad Brian Greene! vysvétluje nejmodernéj-
$i, nejhlubsi a nejvybrousenéjsi teorii vesmiru, tedy teorii
superstrun, pomoci jednoduchého nidzorného obrazu ma-
linkych vibrujicich energetickych cyklt (coz jsou pravé ony
Hstruny®). Vétsina matematickych koncepci vsak nevychazi
z kazdodennich jevt, ale ze starsich matematickych kon-
cepci. Takze jediny zpusob, jak takové koncepci alespon
povrchné porozumét, znamena pochopit dlouhy fetéz pred-
chazejicich abstrakei.

Méli bychom vsak neustdle mit na paméti, Ze matema-
tik patfi ke stejnému zivocisnému druhu jako my vsichni
(opravdu, véfte mi). Vsechny problémy tisicileti jsou sa-
moziejmé lidské mysli dostupné. Koncepce, které obsahuyji,
a struktury, se kterymi pracuji, nejsou zas az tak nepro-
niknutelné obtizné, spise jsou jen velice vzdalené - podob-
né, jako by piipadala starovékym Rekiim nepochopiteln
a vzdilend myslenka komplexnich ¢isel nebo neeukleidov-
skych geometrii. Dnes, kdyzZ jsme si na tyto pojmy zvykli, je
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nam jasné, Ze vlastné prirozené vychdzeji z materialu, ktery
Rekové povazovali za béZnou matematiku. Takze mozna nej-
lepsi zptisob, jak pristupovat k této knize, je povazovat sedm
problémt za béznou matematiku pétadvacatého stoleti.

Chcete se stat (pravé) milionafem?

Bude mit nadéje na vyhru milionu dolart viibec néjaky
opravdovy vliv na to, zda bude néktery z problémil tisicileti
vyfesen? Pokud otazka stoji tak, zda nékdo vyfesi problém
proto, aby ziskal cenu, pak je odpovéd zapornd. Toto neni
o nic vic soutéz amatérti nez Stanleytiv pohar. Chcete-li
néktery z problémi vyresit, pak skoro zarucené musite mit
doktorat z matematiky a budete muset ochotné vénovat
spoustu let ditkladnému studiu pfislusného oboru. To vse
za cenu toho, Ze se ve svém volném case vzdate spousty jinych
véci. Jestlize nékdo potiebuje k tomu, aby takto nakladal se
svym zivotem, vyhlidku na milion dolarti, pak prosté nema
potfebnou oddanost matematickému vyzkumu.

Na druhé strané by ale mohlo sedm cen napomoci po-
kroku jinym zptisobem. Mohly by totiz obratit pozornost
k témto konkrétnim problémtim, a tim pfildkat mladé ma-
tematiky k praci v oborech, z nichz problémy vychazeji.
Jedna z téchto osob by pak mozna mohla vytrvat a nako-
nec problém vyfesit. Takova osoba ale nepochybné bude mit
veétsi uspokojeni z nalezeného feSeni nez z finan¢éni odmény.
V tomto smyslu se matematikové pfili§ nelisi od olympio-
nikd, ktefi si vzdy ceni vice zlatych medaili nez lukrativni
reklamy a obchodnich kontraktti, které jim medaile pfine-
sou.

Matematik se koneckoncti zabyva problémy ze stejného
davodu, jaky uvedl slavny britsky horolezec George Mallory
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na novinafovu otdzku , Pro¢ chcete zdolat Mount Everest?*:
,Protoze tam stoji.“ Tuto odpovéd miiZeme povazovat stejné
tak za bandlni jako za hlubokomyslnou. Jestlize reportér
skute¢né nemohl pochopit, pro¢ by nékdo chtél riskovat
sviij Zivot proto, aby vylezl na horu, pak mu pravdépodobné
Mallory dal zaslouzené bezobsaznou odpovéd. Na druhé
strané i bez btithvijak hlubokych znalosti povahy ¢lovéka je
jasné, ze Malloryho slova odhaluji zdsadni rys lidského du-
cha: naléhavé nutkani objevovat nové svéty, béhat rychleji,
skakat vyse nebo zdolavat vétsi vysky nez kdokoli pred-
tim - pfipadné (nebot prilezitosti k takovym vykonum
je pomérné malo) alespon prekonat své vlastni osobni re-
kordy.

Z tohoto dtivodu jsou problémy tisicileti Mount Everes-
tem svétové matematiky. Zkuste se zeptat nékterého mate-
matika, ktery se po nékolik let snazil vyfesit néktery z téchto
problémtl, pro¢ tak ¢ini. Odpovéd, kterou dostanete, se ne-
bude moc lisit od onoho ,,protoze tam stoji.“

Ackoli my vsichni pochopitelné vime, jak se alespon do-
mnivam, co to znamend vytknout si urcity cil, malokdo to
dotdhne tak daleko jako $pickovy horolezec. Je vsak jisté
snadné pochopit, pro¢ to udéla nékdo, kdo na to ma. Znam
nékolik lidi, ktefi zdolali Everest, a znal jsem jednoho, ktery
na jeho svazich zahynul. Jejich laska a vasen pro sport byla
zkratka vétsi, nez byvala moje za starych ¢ast, kdyz jsem po
vikendech lezl po skalach. Nebyl to zachvat masochismu ani
touha po straslivé smrti, kterd nutila tyto osoby podstou-
pit nesmirné dtrapy a riskovat Zivot ve snaze vystoupit na
vysoké hory, nebo mé v mladi pohanéla slézat technicky ob-
tizné stény utest. Naopak, byla to obrovska laska k Zivotu,
ktera je k jejich ciltim vedla.

V matematice plati totéZ. Nejlepsi matematici svéta, li-
dé, keefi by byli schopni utkat se s nékterym z problému
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tisicileti, prosté maji vyssi stupen oddanosti a vasné pro
obor nez my ostatni, kterym sta¢i k intelektudlnimu po-
zitku zapas s méné obtiznou matematickou tlohou. Zadny
milovnik matematiky, at je to svétovy odbornik nebo amatér,
ktery fe$i matematické problémy o vikendech, nepotiebuje
ke snaze o vyfeseni tézkého problému jiny dtivod nez ,pro-
toZe tu je“.

Matematicky vyzkum je néco jako hledani cesty na vrchol
hory. Za¢neme v tdoli, kde jsou stromy a kiovi tak husté, ze
je velmi obtizné jimi projit a nebo viibec odhadnout, kterym
smérem se vydat. (Moznd si ten pocit pamatujete z hodin
matematiky na stfedni $kole.) Po chvili bloudéni dokola na-
hle zahlédneme skrz stromy obrys vysokého zasnézeného
vrcholku strmiciho proti obloze. Je to nepopsatelnd nad-
hera. (Bohuzel, vétsina student se pfi hodiné matematiky
nedostane ani do tohoto stadia. Téch par, ktefi dojdou az
sem, vétsinou neodolaji a vylezou az na vrcholek; z téch se
pak stanou matematici.) I kdyz vime, kde hora je, je velmi
obtizné probojovat se k jejimu tpati. Délame chybné obra-
ty, obcas se musime vratit a nicotnost naseho pokroku nas
casto znechuti. Ale kdyz vytrvime a dokdZeme se i zeptat na
cestu, tak najednou zjistime, Ze koukame na vrcholek.

Zac¢iname stoupat. Jak postupujeme vys a vys, stromy
a nizky porost se postupné ztriceji a jde se stale lépe. (Jak
kazdy profesionalni matematik rad potvrdi, vyssi matema-
tika je casto mnohem jednodussi nez lecktera matematika
oznacovand za ,elementarni“)) Na druhé strané postupné
fidne vzduch (matematika je stile abstraktnéjsi), ¢imz se
vystup ztézuje. Navic ¢im vys vylezeme, tim niz$i je Sance, ze
potkame néjakého pritvodce, ktery by ndm pomohl najit ces-
tu. Nakonec ztistaneme sami. Kazdé uklouznuti miize vést
k vaiznému padu. (Jedna mala chyba ve znaménku v rovnici
muze znicit mésice nasledného vyzkumu.)
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Ale kdyz se dostaneme az na vrcholek, pocit z dosazeného
uspéchu je ohromujici. Veskeré trapeni pfi vystupu je zapo-
menuto v okamziku, kdy se v nas rozlije prvni pocit triumfu.
Vyhled je Gichvatny. Odtud, z vrcholu hory, vidime dole ces-
tu, po které jsme prisli, a také vSechny své nespravné kroky.
Ziskdvame také znacny prehled o terénu pod ndmi. Diky
tomu to pristé budeme mit o néco snazsi, az zase budeme
jednou stat v idoli a hledat dalsi kopec, na ktery bychom
vylezli. Pfisté budeme startovat s tim druhem vseobecného
povédomi, ktery lze ziskat jediné pii pohledu z vrcholu hory
dolt.

Sedm problému milénia predstavuje soucasny Mount
Everest matematiky. Co pfesné bude z nékterého z téchto
sedmi vrcholt vidét, se da tézko fici. Jedno je ale jisté: jestli
bude kterykoli z nich zdolan, tak uvidime tak daleko, ze
prosté nebude mozné, aby se svét nezménil. To bude ta
pravd cena. Nalepka s jednim milionem dolart na kazdém
z problémtl je jen jakymsi potvrzenim o jejich dtlezitosti.
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